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فضل ادل 
منطق دیاضی ( بادآ وری و تکمیل) 


در کتاپ ریاضیات جدبد سال اول با زبان ریاضی آشنا شدیسد و دیدید که منطق ریافی 
دستورزبان ریاضی و یامطالعك ساختمان انواع جملهائی است که در ریاضی بکاربرده می‌شوند . 
با نراگیری این زبان بسیار دتیق ما تواتائی خود دا دررساندن ایده‌ها به دیگران و یا گرفتن 
اطلاعات از دیگران افزایش می‌دهيم. البته برای ساختن زبان ریاضی ‏ یناچار از زیان روزمره 
که گامی نی زگیچ کننده و نارساست استفاده می‌کتیم. 

«ر اين فصل کتاب » ضمن یادآونی مختصر از آنچه در سال اول دیده‌اید می‌خو اهیم 
با استفاده اذ دستودهای ساده‌ای از یکث دسنه گزاده‌های مفروض به یکت گزاده دیگر برسیم . 
و ببحث استتاج دا مودد مطالعه قرار دهیم . 

جمله‌هائ ی که در ریاضی بکار می‌روند جمله‌های خبری هستندکه با درست یا نادارست 
می‌باشند و آنها داگزاده می‌نامیم : انتقال نظریات و اطلاعات با کمكگزارها صورت می گیرد 


و استنتاج ما ناشی ازتر کیبهای ماطقی این گزاره‌ها می‌باشد. 


ث رکیبهای منطقی و دابطها 

بمنظور تعمیم و کلیت دادن به بنهای ریاضی اژحروف الفبای لائين » ۳ ۰ ۲۰۰۰ ۱۲ 
۲6 ۰۰۰ ,7 » برای نمایش گزاده استفاده کرده جملات زبان ریاضی دا بصورت فرمول می‌نویسیم. 
چون دد نوشتن ۰ فرمولها دا از سمت چپ می‌نویسیم برای تر کیب این <سردف از تمادهای 
ویژه زیر استناده می کنیم : 

نماد «/» يا ی برای نمایش هو » که آثرا عاطف مي‌نامیم . 

ناد « ۱۶+ برای ثمایش « با » که آنرا فاصل می‌خوانيم . 

نماد دیح هیا و » برای بیان « چنین نیست که » و آنر | ناقض می‌نامیم. 

نماد « چس » برای نمایش جمله‌های شرطی زبان ریاضی و بیان اگر » آنگاه . 

نماد «ه چسه » برای نمایش جمله‌های دوشرطی و بیان اگر , آنگاه و بر عکس . 

اکنون بامجموعة حردف الفباء و نماذهای فوق تر کیبهای منلتی را می‌سازيم : 

تعریف - گزاره م رکب ( ترکیب منطقی ) گزاره‌ای است که از پهلوی هم نوشتن 

۱ 


تعدادی با پایان از گزاره‌ها و رابطها : طبق قواعد معینی ؛ به‌دست می‌آید . برای نمایش 
تر کيب‌هاي منطقی از حروف بزر کث الفبا استفاده می‌کنند . 

نقی ضگزارة ج ء گزاره چب- است که نادرست خواهدبون هر گاه و درست باشد . 
9 درست است هرگاه 0 نادرست باشد . 

تر کیب عطفی د9 آزاره و ۰ و گزازه 0/۹ است که بنابهتعریف درست است هر گاد 
۲ 09 با هم در ست باشد 9 درغیر اینصورت نادرست می‌باشد . 

تر کیب فصلی دو گزاره حز : و گزاره و /0۱ است که بنابه‌تعریف درست‌است هر گاد 
حداقل یکی ازاین گزاره‌ها درست باشد و درغیر اینصورت ادرست می‌باشد. 

ترکیب شرطی دوگزاده و : و گزاره وج است که بنابه‌تعریف نادرست است 
هرگاه و درست 9 4 نادرست .باشد 9 درغیر اینصورت درست است . 

گزاره شرطی اگر « آ نگاه ز) اگر همیشه درست باشد به صور تهای زبر نیز بیان میشود. 

- ۲ نتیجه می‌دهد و دا . 

- 6 اکر نو 

- 4 شرط لازم برای و است . 

- م شرط کافی برای » است . 

- شرط لازم برای 0 آن است که . 

شرط کافی برای ‏ آن است که و . 

تر کیب دوشرطی د9گزاره و ۰ج گزاره و جسهو است که بنابهتعریف ورست است 
هرگاه و و و باهم درست با باهم نادرست باشند و در غیر اینصورت نادرست می‌باشد . 

زاره دود شرطی و جب و اگر همیشه درست باشد به صورتهای زیر بیان می‌شود. 

- اگر 0 آنگاه و وبالعکس . 

- 0 اگر 3 فقط اگر و يا و اگر ٩‏ فقط اگر ح . 

- و شرط لازم 9 کافی است برای ۰0 
[» شرط لاژم وکافی است برای ط . 


عکس تر کیب شرطی : اگر دد گژاره شرطی مجب-م جای و و و را عوض کنیم . 
کمزاره شرطی «جسو به‌دست می‌آید . که آن را عکسگزاره شرطی و جتن مسی‌خوانند 
درستی يا نادرستی وج به‌درستی یا نادر ستی وج بستگي ندارد . 

عکس نقیض تر کیب شرطی : از گزاره شرطی هجسح ؛ گزاره شر طی و سمچتونم 
به‌دست می‌آید که آنرا عکس نقی ضگزاره مجح می‌نامن که آرزش آن باارزشوجتظ 
یکسان می‌باشد . 


۲ 


درتر کیبهای پالا . هريك از گز اره‌های ۲ باب را مولنه ( با همنه ) تر کیب می‌خوانند 
و در گزارة شرطی 0 را مقدم 9 ) را تالی می‌امند . 


چند مثال 

بت گزاره داکر و عددی فرد باشد , آن‌گاه "و عدهی است فرد ۰ بك گزار: شرطی 
است . عکس و عکس نقیض این گزاره بهترئیب عبارتند از ۰ اگر "۵ عدهی فرد باشد» آنگاه 
ع عددی است فرد» و « اگر "و عددی فرد نباشد » آنگاه و فرد نیست» . 

۷- گزارة « اگرو - و آنگاه "و -- اور » ؛ يك گزارة شرطی‌است. عکس وعکس نقیضص 
این گزاره به‌ترتیب عبار تند اژه‌اگر "ها ب که آنگاه و عدو. و «اگر او عب اه : آنگاه دوه 

۳ گزار: داگر و>و ۰ آنگاه ه - > -- داگر و - > » آنگاه که » بله 
گزار؛ دوشرطی است . 

کزاره‌های همیشه درست 

به گزارة زیر توجه کتید : 

« دوم بهمن ۱۳۸۰ یا روز جععه است یا نیست » (۱) 

درستی این جمله بستگی به‌درستی مژلفه‌های (همته‌های) آن ندارد . بدین معتا که خواه 
روز دوم بهمن ۱۳۸۰ جععه باشد خواه نباشد » گسزار؛ فوق درست است . 

تعررف -ز ار مر کب () با گزارة همیشه در ست‌است ط رگاه ارزش آن: مستقل از ارزش 
موّلفههایش, همیشه درست‌باشد . ردشن است که اگسر 00 هميشه درست باشد (م همیئه 
نادرست است . 

گزاره‌هائی نظبر (۱) که ددحالت کلی به صورت بح /0۱ نوشته مسی‌شود مثالی ازيك 
گزارة همیشه درست‌است و گزار: جسمم مثالی از گزارء هميشه نادرست‌است. ( دوم بهمن 
۳۸۰ روز جععد است و تیست). 

از مطالب گفت» شده نتیجه می‌شود که : 

اگرهريك ازگزازه‌های 2 یدا () هميشه درست باشد » آنگاء 8/00 هميشه درست 
است همچنین 1 /۳۱/)(۱/...۱ گزاره همیشه درست است هرگاه اقلا یکی ازمنه‌های آن 
هیشه درست باشد , ۰ 

- اگ رگزاره‌های و () باعم همیشه درست باشند ء آنگاه ۳۸۵ گزاره هميشه درست 
است و برهکس , 

- اگر ۳۸۵0 همیشه درست باشند ؛ آنگاء ۱/۵0 گزاره هميشه درست است . 


- اکسر ۳ و 00 گزاره‌های همبشه درست ب-اشند » آنگاه (هچت۳ و 0جه۳ تبز 
گزاره‌های هميشه درست است . 

-اگر ] گزاره همیشه نادرست باشد : آنگاه ()چس] گزاره همیشه دوست آست - 

- گزار؛ همیشه درست را با ۲" و گزار؛ همیشه نادرست را با 0 نمایش می‌دهيم , 

تعریف - دريك‌شاخه ریاضی. قضیه کراره‌ای است که ازاصول آن شاخذ ریاضی نتیجه 
شده و درستی‌آن با برهان بیان می‌شود . می‌توان ثابت کرد يك قطیه . گزاره ههثه 
درست است , 


قضا ای شرطو و دو شرطی 

رکاه بر و ۲ اعداد حتبتی باشند , ارزش‌گزاره « اکر وحو , آنگاه واحجر؟ . 
یستگی به متغیرهای > و لو نداشته و گزاره همیشه درست است . زیسرا » تنها موردی که 
ارزش این گزاره نادرست است وقتی است که وحری دلی ۲۲ کر ۲ . اما درجبر خوانده‌ایم 
اگر نامساوی بوحجیو برقراز باشد آنگاه بنابرخامبیت نامساویها » وو و۲ نیز برقرار است . 
بعبارت دیگر در گزارة شرطی۱ « ۲<۲۷ دید » اگرمقدم درست باشد میتوان با استفاده 
ازویژ کیهای‌نامساویها » درستی تالی را نتیجه گرفت .این گزار: شرطی يك استلزام منطقی‌یا يك 
قضیه است . 

تعریف - ی استلز ام منعلقی یات گزارة شرطی همیشه درست است . 

ازتعریف نتیجه می‌شودک-ه يك استلزام بك گزار؛ شرطی است «لی يك گزادء شرطسی 
لزوم تدارد که بك استلزام باشد . 

قضاپای ریاضی بیشتر به صورت استلزام‌متطنی بیان شده بنام قضایای شرطي_خو انده می شو زد . 

- اگر دو زاویه قائمه باشند » آنگاه متساویند. 

- اگر دو مثلث متساوی باشند » آنگاه متشابهند , 

- اگریکعدد طریمی‌به صورت(۲۷ -- وو)(۱ -- وو)و باشد آنگاه این‌عدد بر ۶ بخش‌پذیر است 

اگر ویو آنگاه و وت 

-اگر ۸8 آنگاه ش ۸۲9 

تعریف - اگرعکس يك استلزام منطتی خود استلزام منطقی باشد ( در حالت کلی 
نیست) . آنگاه آن استلزام منطقی يك قضیه د9ذرطی خوانده می‌شود . 


(- ۲۷ج ۲<ری گزاره نمانیست د گزاره سوری همرشه درست است که در اینجا از 


نوشتن نماد سور خودداری شده است 


۴ 


درمغال آخر ازمتالهای بالا ۰ دارای اين ویگی است . یعنی قضابای دو شرطی میباشند . 
این قضمایا معمولا به‌صورت شرط لازم و کافی بیان مي‌شو ند . 

شرط لازم و کاقی بر ای آتکه دره‌علث قائم‌الزارید ای طول يك ضلع بر ابر نصف طول 
وتر باشد » آنستکه انداژه زاویذ روبروی به آن ضلح ۳۰۳ باشد. 

+ شرط لاذم د کافی بر ای آنکه نقطه‌ای داخل دایره باشد » آنست که فاصلهٌ آن تا مر کز 
دایره ازشعاع کوچکتر باشد . 

- هرگاه ۷( شرط لازم و کافی برای آنکه [] زیر فضای ۷ باشد ۰ آنست که [] 
نسبت به‌عمل جع وضرب اسکالر بسته باشد ۰ (2عو لآ ) 

درحالت کلی اکسر 0جته۳ ؛ قضیه دو شرطی باشد » گوئیم شرط لازم و کافی 


براي ) آنست که ۳ . 


دوت کیب منطقی هم‌ارذ ( معادل .با تمادی منطقی ) 

دوتر کیب منطتی ۳ د () را هم‌ارز خواند هرگاه همواره ارزشهای یکسان داشته باشند ؛ 
بعبارت دیگر ۰ ۳ و 0 هم ارزند هرگاه , اگر یکسی درست باشد دیگری نیز درست باشد و 
اگر یکی نادرست باشد دیگری هم نادرست باشد . دوگزاره هم‌ارز 8 و 00 را بصورت 
جد ۳ نشان می‌دهند . اگر ‏ و () هم‌ارز نباشند می‌نویسیم : 0و۳ . 

بدیهی ات که اگر ظ و 00 عمارز باشند آنگاه 0)جسه يك‌گزاره هميشه درست 
است . بعبارت دیگر » هرقضیة دوشرطی از د و گزاره هم‌ارز تشکیل شده است . مثلا : 

- )۸ ؛مم‌ارز با و 8( ] ۸ می‌باشد. 

- ۷۲ عا۲ ۰ هم‌ارز با ود یر می‌باشد , 


درفضای برداری ۰ 6 ۳۷ هم‌ارز است با «ه <۲ پا 6 ۷ ۰ , ۲ عدد و ۷ بردار 


ازاین مطا لب نتیجه می‌شرد که : 

- هرهم ارزی يك قضیة دوشرطی است . 

هر هم‌ارزی يك گزارة دوشرطی است ولی هر گزاره دوشرطی مم‌ارژی نیست. 

گر ۳2 گز اره‌های هميشه درست یا هردوهميشه نادرست باشند داریم ۳200 

- از ۳200 نتیجه می‌شود )بت ۴ب 

وابطة « ججد» يك رابطةٌ هم‌ارزی است . 

هم‌ارزی مدطقی درحقیقت يك نوع تساوی منطتی بین ؟زاه‌های مر کب است . بسیاد 
اتغاق می‌افتد که هم ارز يك تر کیب منطقی اذخود آن ساده‌تر و درلك آن‌آسانتراست . بنابراین 


۵ 


شناختن تر کیبهای منطقی هم‌ارز در استدلال بسیازسودمند است . ما در زیر چند تعریف وچندقضوه 
را می‌آوريم : 
نقیض فقیض - با تشکیل ج-دول درستی هط و (جنخانه دیده مي‌شود گه این دو گزاره 
عم‌ارزشند : 
0 << ( ونیم 
بعنی ؛ نقیض نقیض يكك گزاره باخون گزاره هم‌ارز است . 
تر کیپ هم‌ارز باگزارة شرطی - باتشکیل جدول درعتی وج و وب /او دیده 
می‌شود که اين دو گزاره هم‌ارزند : پدنی :هر گزارة شرطی هم‌ارز است بسا ترکیب فصلی 
تالی و نفیفی مقدم‌ان . 
(< /9۱) <(وجعع) 
ر کیب هم‌ارز کزار دژشرطی - یا تشکول جدولهای درستی جهو ر گزارء 
(و /۵۱)-9(۱/۰ ۸ 0) دیده‌می‌شود که این د وگزاره هم ارزند . 
۸۱۰۲۵۱۷ و)ع (وجعو) 
همچنین دادیم 1 ۲ 
۱-۱-۷۴«( 
)22( )2۱۷ 
۱۵۲ ۵۱۷ (۱۳ )2۱ 
که همان بیان قوانین چا بجایی. شر کت پذیری /۱ و بخشی /۷ بر ,۸ است . 
بعضی از هم‌ارزیها تحت عنوان قضبه ذکر می‌شوند : 
قضية ۱- هر گزاره شرطی هم‌ارز است باعکس نقیض خودش ۰ بعنی, 
(ج مجعو)< ( وج ) 
برهان - دربالا دیدیم که : 
"۷ رو 0۱)< (وجعم) 
درفتیجه : ((وسست زاو نح) چد (و نوت ونج) 
( ۱ ح) ج< 
(2)0۱/۰۲۳ (وحچت‌نج) 
يا مقایسةٌ (۱) و (۲) وتوجه به‌عاصیت‌های جارجائی و تمدی تساوی منطقی نتیجه می‌شود. 
و سس توب 2 (وجهم) 
مثال - ثابت کنید برای هر عر متملق به‌مجموعٌ اعداد درست داریم : 
اگر آعو فرد یاشد , آنگاه لو فرد است . 


بجای اثبات درستی گزاره فوق » درستی عکس نقیض آنرا ثابت می‌کنیم . اگر و ارد 
نباشد » آنگاه "هو فرد تیست بسرای این منظور ؛ کوئيم اگسر بو فرد نباشد » پم زوج است 
یی : ۲6 معا و با "ما ۷عد او وبا (۲)۲۲ع< اعد واين تساوی مبین این است که ابر 


رد ئیست . 
فضیة ۲- قانون دمور گان » برای هردو گزاره 9 9 6 دادیم : 
الف - وج رام جع( وان 
یه بت وس و (و پاواند 


برهان - اثبات درستی الف و ب نظیرهم بوده » در اینجا فقط الف را ثابت می نیم . 
اگر ج د پ درست‌باشد . آنگاه طبق تعریف گزاره عطفی ۰ ۸ درست بوده درنتیجه نقیض 
آن یعنی (و ۸ )سم نادرست می‌باشد. اما اکر درو درست باشد» آنگاه طبق‌تعریف لقیض. 
ونم و پوبه نادرست بوده و ترکیب فعبلی آنها پعنی زوس /۱وزنح نیزناددست است درنتیجه 
دور تر کیب منطقی (و/ظ)نح و ونم ۱وابد هم ارزش هستند. برای حالات دیگر ۵ د 6 
نیز , هم ارزش بودن دوتر کیب فوق یه‌همین ترتیب ثابت می‌شود و هم ارزی الن درست است. 

مثال ۱- مي‌دائيم که اگر عدد حتیقی و ۰ بزرگتر یا مساوی ۱ نباشد حتماً کوچکتر از 
آنست . این مطلب بهزبان ریاضی چنین اثبات می‌شود : 
(1 ۵ /۱۱<ه)ع<(۱۶2۱) 


دتقیض آن می‌شود : 
(۱ ۵ /۱۱<ر9)ن<<(۱ )نم 


(۱ عه)نسم(۱ زوا << 
(۱ و۶۱۸۵ )<< 
> اه 
مثال ۷- گزارة « چنین نیست که و عددی است کوچکتر از ۷ و بزر کتراز ۲ > هم‌اوز 
است با گزاره « چنین یست که و عددی است‌کوچکتر از ۷ یا چنین نیست‌که ع عددی است 
بزرگتراز ۲ »یا بهزبان ساده‌تر ه و کوچکتر از ۴ نیست با ه بزرگتر از ۲ نیست » دبا زبان 
منلق داریم : 
۸۵ ۱۲۵ (۲>۵>/۲) 
دنقیض آن چنین است :ٍ 
(۲>۵>۲(<<)۲>۵۵۵۲)بم 
تضیه دمورگان ۰ (۲>ه)< /۲>۵(۱ )نم جد 
۰ (۵4۲ ) (۲۹۵(۱ )<< 
(۲جچ ۱9ج 224۲ 


قضیذ ۳- نقیض هر گز ار شرطی هم‌ارز است با تر کیب عطفی مقدم و نقیض‌تال یآن » 
یعتی : ( 0) << (وچجسم)نم 
برهان - داریم : 
(مد )عومجم 
رورس زا )نع زو جعو انم 
زز توص حت 
0۳۹ < 
مثال - نقیض گزار؛ شرطی « اگر بو فرد باشد , آنگاه +4 وج است » عبارتست از 
گزارة ه و فرد است و 9+۱ زوج نیست ۰ . 
قضیه ۴- ه رگزاره دو شرطی هم‌ارز است با عکس نقیض خودش ۰ یعنی : 
(سجه و ج) << (وجهع) 
برهان -ساده و بمهده دانش اموژال است , 
مثال س گزارة « شرط لازم و کافسی برای آنکه ۷عدو : آنستکه ۶و۲ » هم‌ارز است 
با گزارة « شرط لازم و کانی بر آیآنکه ۲عدو ‏ آنستکه ودوج »۰ 
قضیهن- هرگاه و 9 و دو گزاردباشند: وم جه زا و چه اد و (وجه انم 
اثبات بعهدة دانش آموزان است. 
مثال - نقیض گزاره دو شرطی «شرط لازم و کافی برای آنکه نقطه‌ای دوی عمود منصف 
يك پاده خط باشد آن است که از دو سر پاره حط بيك فاصله باشد» هم‌ارز است با « شرط 
لازم وکاتی برای آنکه نقطه‌ای روی عمرد منصت يك پاره خحط نباشد آن است که از دوسرپاده 
خط بيك فاصله باشد». 
قضیه و - ه رگزارة شرطی که تالی آن خود شرطی باشد هم‌ارز است با گزاره 
شرطی که مقدم آن ت کیب عطنی مقدم گزارة اصلی 9 مقدم‌گزاره تالی بوده و تالی آن 


تال یگزاره تالی باشد . 

یی : (جس( و۸ 0)) ع>< ((جص) جعم) 
برهان - ازطرف چپ شروع مي‌کنیم : 

تر کیب هم‌ارز ت رکیپ شرلی : (ه سح /۱ (عجحو)) < ((عجس و) جع 

تر کیب هم‌ارز تر کیپ شرطی :ٍ (ونح ۱ ( ود /0۱)) < 

شرکت پذیری و دمور کان ؛ ((۸ )۰۷ /۱) د 


(,ج/0)ع< 
مثال « کزار: « اکر ۸6 مقلث باشد ؛ آنگاه اکر ۸۵ میانه باشد ء آنگاه فاصلة 


دو راس 3 و 6 تا ]۵ مساوی امت » همرارزاست با گزار؛ «اگر ۸196 مت باشد و ۸34 
میانه باشد » آنگاه فاملةٌ ده رس 13 و ع) تا ۸6 مساوی است » . که مععولا در کتابهای 
هندسه به‌صورتهای زیر بیان می‌شود :ٍ 

« کر درمثلث :)۸8 ؛ خط ]9[ میاته باشد م آنگاه فاصلٌ دو داس دیکسر نا ۸ 
مساری است »۰ 

« در هره‌علت )۸۵8 > ار ۵۸ ميانه باشد , آنگاه فاصلة دو راس دبکسر تا ]۸ 
عساوی است ». 

نتیچه ۱- د رگزارة شرطی ()چتد۳ هرگاه ‏ هميشه ادرست باشد ؛ 0ج۴ يك 
استلزام منطقی است زیر ۰۱ درهم‌ارزی لح ز۱ 00 (()جه۳) داریم بح هميشه درست 
است « در نتیجه بح /0۱) هميشه درمت خواهدبود یعنی ازيك مقهم نادرست هر نتیجه‌ای را 
می‌توان گرفت . مثلا درمجموعة اعداد طییعی » اگر عد۲ یو » آنگاه یر ال است . 

چون مقدم این گز اده برای »د نادرست است » این گزاره هميشه درست بوده و يك فضیه 
ریاضی است . این روش استدلال دا اثبات به‌انتفاء مقدم یا اثبات به‌تفی مقدم می‌شر اند 

نتیجه۲- اگر ‏ و چ) دوگزاره باشد» آنگاه (()چت۳) جس() يك امتلزام منطقی 
است یی از () هميشه (4جسط نتیجه می‌شود. جرا ؟ 


مرن 

۱ - گزاده های ذیر دا بصورت شرط لازم یا شرط کنافی بنویسید : 

الب - دريك مستطیل طول دوقطر با هم براپرند , 

ب م طول دوفطر ذَورنقة متماوی الساتین باهم برابرند , 

ج - يك مثات که در آن يك ارتفا ع ويك نیمساز برهم منطیق باشند متساوی‌الساقین است . 

۲- نقیض هريك ازگزاده‌های تمرین ۱ را که به‌صودت شرطی نوشته‌اید» به‌ستآورید. 

۳ بجای » .۰۰ درجمله‌های زیر الفاظ شرط لازم ؛ شرط کافی يا شرط لام و کافي دا 
بتاد برید . تا گزاده های ددست بدست آید . 

الق اد بر ای آنکه ی.ث چهاوضنعی متوازی‌الاضلاع باشد . آنستکه هرده زادیسه روبرو 
بر ابر باشند . 

بت برایآنکه ووحعع ‏ آنستکه رحرو و جم . 


3 و او ری پرای وا ۱ اور 


دس برای آنکه و و وی » آنستته ویر . 


۷- گز ازه‌های صفحةٌ برد را فقط با استفاده ازنماد حچب بنریسید. 


الف- (و0/۸) ۷( ۸ع)- 

ب (0 ۸/۷ (و بح /۳۱) 

ج-[و بح ۸9(۱۷/ق)]نح 

۵- با استفاده ازخاصیت جابجائی ۶ ومطالب خوانده شده خامیت جابجائی ۰/۸ 
را درمجموع گزاره‌ها ثابت کنید 

۶ با استفاده ازخاصیت پخشی </۱* نسیت به ۸۶ » ومطالب خوانده شده پخشی بودن 
۸ را نسبت به /۱ درمجموعه گزاره‌ها ثابت کنید _ 

۷- با امتفاده از شر کت‌پذیری ۰۱/۰ و مطالب خوانده شده شر کت‌پذیری ۰/۸۵ را در 
مجموعه گزاره‌ها ثابت کنید . 

۸- ثابت کنید گزاره‌های زیر استلزام منطفی هستند : 


الف - وج ۶( )جع و]جسم 

ب - و و جعم ۶ - وج [ (وجبع)] 
۲7۲۱/۲ ز - وج و (وج0)] 
د- عجل۸: [ - ۵[4 ۸( 0۷)] 
-٩‏ ثابت کنیه گزاره‌های زیر هميشه نادرستند : 

الف - (و /۵۱)ط ب - ۵۱9 (0۸) 


-۲۵۸۵) 60۱۷ ارو د [وزاوجومو]م 
۰ - ثابت‌کنید گزاره‌های زیر قضایای دوشرطی عستند : 

الف - وجه((و و۸ ج - وجه ۸۱۵۱/۹ (وحستم)] 

ب - وجه((2۱۷/)0/۸۵] .. د- موجه[ ۱ (وجتماند ] 

۱ تر کیبهای عطنی؛ فصلی : دوشرطی را فقط با استفاده ازنمادهای بحوچت بنویسید. 
۲- تر کیبهای‌عطفی: شرطی و دوشرطی‌را ففط با استفاده ازنمادهای بح و /۱ بنویسید. 


۴ (۲ چجت 0) چست و << (۶ جد و) جه و 


سودها 
به کزاره‌های زیر توجه کنید : 
- دوهرمثلث قائم‌الز اویه » میانه وارد بر وتر لصف وتر امت , 
یرای هر قوس 5 : داريم : ۱ ام ۲۱ ۲و 
- عرپایس آتش‌نشانی شجاع است . 


- برای هردو عددحقیقی زو بو دادیم : ۱ روا 


- برای هردومجموعذ هرو] داریم : ظ- (()۸)ع<ن( ۲( - ظ) 
همه ابن گزادءعا بالفظ «هر» بیان شده‌اند و خاصیتی دا په‌تمام عضوهای مجموعة مرجم 
مورد بحت ز عالم مخن ) نسبت داده‌اند . درحقیقت تمام اتحادهای ریاضی ازهمین نوعتد. این 
گراده‌ها راگزارهه‌ای سور کني یاگزاره‌های کلیی می‌خوانند و برای نمایشآنها : همانطور که 
در سال اول دیدید » اژنماد ۰۷۶ که بنام سور عمومی خوانده می‌شود استفاده مي کنند : 
۲۱ وم + ۳ ۷۸۵ 
را ۷۰۵ 
این گزاده‌ه را در حالت‌کلی وقتی مجموعسه مرجم معلوم باشد به‌صورت (2) ۷۱ 
نمایش می‌دهند و می‌خوانند هر عر دارای خامبیت ۳ است يا برای تدام جر ها خاصیت ‏ برقرار 
است .برای تمام کر ها خاصیت ‏ درست است . 
اما گزاره‌هائی وجود دارندکه غاصیتی را به‌يك یا چند عضو ازمجموعه مرجم موردبعت 
(عالم‌سخن) نمیت می‌دهند : 
- بعضی از اعداد اول زوج است . 
- بعضی از تضایای هندسی دوشرطی است , 
- یعضی از اعداد فرد اولند . 
پعضی ثلثها متساوی‌الساقین است . 
- بعضی ازدانش آموزان باهوشند . 
- یعضی اذاعداد طبیعی مجذور کابلند. 
ادلین کزاره بیان می‌کند که دست‌کم يك عدد درمجموعة اعداد اول وجود داردکه زوج 
است ( دراینجا فتط یکمدد دجود دارد ) . اما سومین‌گزاره بیان می‌کندکه عدد یا اعدادی در 
مجبوعهٌ اعداد فرد وجود دارتدکه اول‌ستند د جوابها بیشمارند . 
اگر ۳ »ظ و ۲[ بترتیب مجموعه اعداد ادل ۰ مجموعا اعداد زوج د مجموعه امداد فرد 
باشند این دو گروه بصورتهای زیر نوشتد مپشوند : 
(ع:* ۸ )31 
(۸۶6 [ع۲) 32 
این گزاره‌ها را درحالت کلی » وقتی که مرجع معلوم باشد به‌صورت ()۳ » 3 نمایش 
می‌دهند و می‌خوانند بعضی از بو های مرجم دارای خامبیت ۳ است. نماد ۰ 3» را سور وجودی 
و گزارة (ع)۳ بر را گزاره سور وجودی می‌نامند . 
گاهی ترکیبی ازسورهای عمومی و دجودی » دد ریاغبات ‏ مورد استفاده قرارمی گیرد» 
مثلا درمجموعة اعداد حقیقی داریم :ٍ 


- برای هر و اقلا يك 7 وجود دارد بدفس‌تی که جر مساوی نیست » یعنی : 
(گزار؛ درست) ید ۰ رد ۰ 
- اقلا يك بر برای هر لو وجود دارد به‌قسمتی که « مساوی ‏ ثیست یی + 
(گزار: نادرست) وج ۰ ۷ ۰ 3 
- برای هر و و هر وا حاصلضرب 8 دد 9 برابر است با حاصلضرب ط دد ییا ۶ 
(گزار: درست) مر عطو ۰ ۷۵ ۰ ۷۵ 
در بعضی موادد؛ ازجمله انحادهای دیاضی ؛ از گذاشتن نماد سوری خودداری می کنند, 
مثلا در مجموعةٌ اعداد حفیقی دادیم : 
< ناو 
ودرا ع ود و 
رط+طو- ع)(ط + ه)حد کط ۵ 
مه ۲ ۳ ۲ -<- ۲ «91 


دراینگو نه موارد ازلقظ «عوارهه استفاده می‌نمایند . 


تقیض گر اده‌های سوری 
-٩‏ تقیض‌سور عهوهی : نقیض گزارة «تمام اعداد اول فردهستند» عبارتست ازء 


که تمام‌اعداداول فرد هستند» ‏ 
که مقهوم آن این‌است که اقلا یکعدد اول وجود داردکه فرد نیست 
اگر دامنة متغیر ۲ر مجسوعةٌ اعداد اول باشد ؛ مطلب فوق با زبان دیاضی چنین نوشته 


می‌شود : 
(عد فردنیست » 366[0) ع< (ع فرداست ۰ ۳ 66 ۷)انم 
همچنین نقیض گزاره : 
«بر ای تمام مقادیر »ا متعلن به‌مجموغذ اعداد طبیعی ۱ "> ره 
عپار تست از : 


«چنین نیست که برای تمام مقادیر کر تعلق به«جموعة اعداد طبیعی عک>ر» بعنی: اقلا 
یکمدد طبیعی وجود دارد که خودش ازمر بمش کوچکتر نیست. اگردامنة متفیر > ۰ مجموعه اعداد 
طبیمی باشد » اين مطلب به‌زبان ریاضی جنین نوشته می‌شود : 
(( اج )ار ۰ ۲ ۷انت 


+- می‌توان بجای (وو - و) ۷۵۷ عبارت (و -- ماو د و۷ را توشت 


6 35 
اوح 22۰۶ 
نقیض گراره « هر انسانی فتاپذیراست » عیارتست ٍ 
« چنین نیست که هرانسانی فتاپذیر است » 
یعنی » اقلا يك انسان وجود داردآکه لناپذیر نیست . اگردامنة متغیر با مجموعةً انسانها 
باشد » عبارت ریاضی بحث فوق چنین است :ٍ 
پیست ۰ 61۷8 »ر3) عج (عر نناپذیر است ۰ 6 56 ۷) سح 
به‌طور کلی اکر هر مجموعه مفروض و (د)۳ گزادء‌نمای تعریف شده ردی ۸ بباشد . 
درموودنقیفی سور عمومی دستور زیر را داریم : 


(عا۳ نج بع ()۳ ۰ انم 
که خوانده می‌شود ؛ نقیض گزارة « عرید دارای خاصیت 70 است » هم‌ارز است باگزار؛ «وای 


وجود دارد که دارای خاصیت ۳ نیست». 


۲- نقیض سور جووی ؛ اگر دامنة متفیر ‏ مجموعةً اعداد طبیعی باشد نقیض گز اده «برای 
بیضی مقادیر 7 (؟1:>)» عبارتست از : 

« چنین نیست که برای بعضی متادیر »ه » متعلقی به‌مجموعة اعداد طبیعی "ایک یو ». 

پعتی ۰ برای تمام مقادیر لا متعلن به‌جموعه آعداد طبيعی » چنین نیست کسه یر ب> >. 
این مطلب را با زبان ریاضی چنین می‌نووسیم : 
(( > انح ۷۶)<( ۷ > ۴ ۰ 35اسم 

<< )۷ ۰۲ ( 


درحالت کلی » اگر گزاره نمای (عد) ۳ ردی مجموعة ۸ تعریف شده باشد » نقی ضصگزاوة 
سور وجودی از دستور ذیر ب‌دست می‌آید : 

0 ((۳< ۰ ۹۷2۵۸ <((۳۶ ۰ ۸ع07)اس 
ومی‌خوانند؛ نت سگزارة «بمضی متادیر > از ۵ دارای خاصیت ظ است» هم‌ارز است باگزارة 
«هر وی از ۸ دارای خاعیت ۳ نیست». 

گاهی هم‌ارزی (۱) را به‌صورت زیر می‌نویسند : ۲ 

)۲( ((۳ ۰ 26۵ )ع (ر مج هع۷) 

پمنی گزارة «هر دی از هر دارای خاصیت ۳ نیست» هم‌ارزاست باکزارٌ «هبچ ی از هر 
و جود نداردکه دارای خاعیت ۳ باشد». 


چند منال 

۱- گزاره » «چنین نیست که درهر کلاس دانشآموژان دوس می‌خواننده همارز است با 
گزادة «کلاسی رجود دارد که در آن دانشآموژی ددس نمي‌شو اند». 

۲- قیفر گزارة « بعضی اذاعداد اول زوجند» عبارتست اذ تعام اعداد اول زدج‌نیستند 
پا هیچ عدد اولی وجود ندارد که زدج باشده . 

۲ ارعد ۰ ۲<۱((<۶) ۲ ۶ اس 

۷ «هیج عدد زوج بزدگتراز ۲ رجود ندارد که اول باشد » هم‌ارز است با : 

« هرعدد زدج بزرگتر از ۲»اول نیست » 


نقیض آزاره‌هائی که پیشوندهای ۷ 3 3 راباهم داز ند - به‌مثالهای زیر ترجه کنید : 
قفاب جع [(۶۱ +۲9 + اعر ع او( ع) ۰ ۷ «۷م] 
> [(۲۲+ ۲۴۱+ عا( )ولا و 
+۱۲ وکا (ر ۰ و3[ و ۲ کات زوا ]نس وورو 
بت (در و نع (وج وب 3۷ (وحر( ۶ ۰ 2 ۷)م 
ج -گزار؛ «ینین‌نیست که درهر کلاس شا کردی وجود دارد که فوتیال بازی می کند» هم‌ارز 
است با کزارهٌ « کلاسی وجود داردکف تمام شا گردان آن فوتبال بازی نمی کند ». 
دم گزاو «چنین‌نیست که هر کس بعضی از کشررهای اسلامی را دیده است» هم‌ارزادت 
با گزارة «بعضی افر اد هستند که همه کئودهای اسلامی را ندیده‌اند. 
بدطور کلی » اکر قرو 9 دومجموعه‌ای باشند و گزاره نمای (بو,چر) ۳ دوی‌آنهاتعریف 
شده باشد » تقیض امن توع گزاره‌ها ازدستورهای زیر بدست می‌آید : 


الشت ((۲ ۱ عم 37 » 0۶ <((۲ ۰ )۰۳ ۱۷۲ ۷۶)نم 
پا ((و )نت ۷۲ ۰ *۲((<)3 ۰ )۱37۱۳ ۷۶)بم 
3 ((۲ ۵ 3۲ , ۷( ۰ ۰۱۷۰۳ 3۶انم 
دا رز ۰ )۲۳ ۷۲ ۰ ۷۶)ع<((۲ ۰ ۳ ۰ ۱3۲ 3ابد 


عثال ۱-گزار؛ « چنین نیست که‌شهری و جود داردکه در آن شهرمدرمه‌ای وجود داردکه 
در آن مدرسه بیضی اتمعلمین مرتبند » هم ارزاست بساگزار؛ «درهمه شهرها و درهمٌ مددید‌ها 
همه معلمین مرتب یستنل». 
هلال ۷- گزارة « چنین نیست که تمام دانش‌آموزان رشته ریاضی و فيزيك تسام مدارس 
تهران باهوشند » هم‌ارزاست با گزارهُ «یسضی ازدانش آموزان رشتة ریاضسی وفيزيك بعضی از 
مدارس تهران باهوش نیستند» . 


۴ 


مثال تقض - ممکن است ابن‌سزال به‌ذهن یكداتش‌آموز برسدکه هرگاه گر مجموعه اعداد 
اول و 19 مجموعة اعداد فرد باشد آبا 13) هر مك گزاره همیشه درست است . بعنی يك تضیذ 
ریاضی است با یر ؟ همچنین به‌ذهن این دانش‌آموز برحسب تصادف عدد ۷ می‌رسد که اول 
هست بمنی متعلق به ۸ است ولی فرد نیست یعنی ملق به 3[ نیست . همین مثال براي رد 


)ار کافی‌است. درایتجا عدد ۲ دا مثال‌یاجراب تقض می‌خو انند.(به‌طور کلی بر ایا ثبات نادرستی 


گزاره (ع)۷»۳ درستی نقیض این گزاره یعنی (۳)۶ ند »3 را ثابت می کنیم. دراینصمورت‌عضوی 
مازند [ پیدا می کنیم که (۳)1 درست نباشد.) نادرستی بسیاری از گزاره‌هائی که قضیهنیستند بامثال 


نتض بیان می‌کنیم . 
آمرین 
۱- برای ه رگزاره‌نما سوری بکاو ببریدکه آن گزاره نما وا به گزار؛ درست تبدیل کند. 
(دامنهٌ متغیرها را مجموعذ اعداد حقینی فرض‌کنید) - 


امه -اوام . ]و 


الف ب 

بت ۴- اح(۲ - بد)(۲) 
ج- هد ۴ ۵ کر 
و |5|-۶اح| و- ۱ 
فك 7-۰۱ 
۹ ۳ 
ز- | ۱۱۱-۱۱۰۱۶ 


۲- نقیگزاره‌های سوری زیررا پیداکنید وآنهارا بدون بکاربردن. حروف بفارسی روان 


بیان کنید . ۱ 
الب ۲ +۲۵4 ۲4و دا( + م) ۰ 1عظ د و۷ 
ات ۰ 321 
ج- "<< وچ رو » 2 و ۷۵ 
۳- طرف دیگر همارز بهاوا پنویسید: - ((۳ نم یر۷ا) نت ال 


((مداظ ,)سب 
۰ < ( (ر)ه جه()۳ ,)تخب ج 
۰ ((()۳ بح مر3) تخت د 


۴- ادزش ددستی گزاده‌های ذیر دا تعیین کنید: 
> ۰ ,2 3۷ ,۷/۴ - الف 
۰۲ ۷۷۱ ,36 ب 
,۷ج 
لاد ,از دود 


استنعاج 
فرض کنید دربالای در درودی يك ا-تخر شنا آ گهی کرده باشند که - 
« اگرهوا بارانی است : آنگاه استخرتعطیل است » )۱ 
هه‌چنین فرض کنید که و اقعا « هوا بارانی باشد » )۲ 


دراینصورت از گزاره‌های درست (۱) 9 ۲۱) گزارة درست زیرنتیجه می‌شود + 

» استخر تعطیل است >  )۳۲(‏ 
حال گز اوه‌های درست زیر را درتظر بگیرید : 

ء اگر فردا چمعه باشد » آنگاء مدرسه تعطیل است ء 

« فردا مدوسه تعطیل است » 
آیا از گزاده‌های درست فوق می‌توان نتیجه گرفت . 

« فردا جمعه است : 
جواب مسلماً منفی است. زیرا ممکن است فردا یکی ازجشنهای اسلامی بوده و مدرسه تعطیل باشد. 
هر کدام ازبنهای فوق يك استدتاح‌است . 

استنتاج بمفهوم نتیحه کیری است بدین‌معنا که از آزاره‌های مفروضی با استفاده از 
دستورهای معینی که بنام قوائین خوانده می‌شوند گزارذ دیگری را نتیجه میگيريم . 

دربعث لوق , آیا از گزاره‌های (۱) و (۳) می‌توان گزارة « وا بارانی است » را نتیجه 
گرفت ؟ دراین‌نسمت ما می و اهیم روشن‌سازيم اه جه موفع از مفروضات درستی‌می توان‌نتیجه درست 
کرفت وچه‌مونع نمی‌توان ؛برای‌این مننلورازتعاریف وتضابای‌مو جوددراین زمینهاستفاهم‌کنيم. 

قرارداد - هرگاه از گزاره‌های مفروض ,۲ ۰ ,۰2 ...۳ گزارخ () نتیجه شده‌باشد 
می نویسیم : 

‌ اعظ د و ظ ین( 

تعریف - استنتاج » مه وظ و ... و۳ و۲ متیر است اگر و فقط اگرگزاره 

زير باث گزارة هميشه درست باشد . 


۱ 
۱۶ 


گر اده‌های ,۳ ۰ ,۳ ۰ .۰ و رامقدمات استتثاج خوانده و آنهارا ددست‌فرض می‌نما یند 
و 0 را نتیجه استنتاج می‌خوانند. اساس استتتاج برقضایای بحث‌شده دراین قسمت استو اراست. 
قضیه - اگر 0 و 4ج- دوگزاره دزست باشند , آنگاه 6 نیزدزست است . 
برهان ‏ فرض کنیم 6 يك کزاره درست نباشد ؛ درابنصورت ارزش ‏ نادرست‌است جون 
طبق‌فرض ۰ ۲ درست‌است بنابه‌تعریفگزارٌ شرطی ارزش وس نادرست است د این‌خلاف 
فرض است ؛ زیرا وجتو درست فرض شده است. بابراین ‏ درست خواهد بود . 
ابن قضیه بنام قانون انتزاع خوانده شده آنرا به‌صودتهای زیر بیان می‌کنندا 


کزاره عميشه درمت است : ح-[۸(وجدم)] 
يا از وجسم و و نتیجه می‌شود »6 : مم و وج-۲ 
اجه 
يا از جح و و نتیجه می‌شود و : ۲ 
۳ 

درثال امتخر » اگر گزاره‌های «موا بارانی است » و « استخرتعطیل است» را به‌تر تیب 


با و و و نمایش دهیم در ایتصودت دستود شرطی مربوط به منال بالا» بهشکل زیر نوشته 


می‌شود : 
۲-6 
که یکی ازمنرروضات استتتاج بوده و فرقی دیگر » دوست بودن‌گزاره ۳ » یعتی «هوا 
بارانی است » می‌باشد . 
بنا برابن» استنتاج پالا به‌صورت زیر نوشته می‌شود : 


)۱ تیب 
که انون انتزاع بوده و معتبر است , 

نتهجه ۱- با توجه باپنکه هررگزار؛ مرطی هم‌ارز عکس نقیض خودش است ما می‌تو انیم 
در (۱) بجای و چس‌و: عکس نقیضآن‌را قرار دهیم دزنتیجه قانون انتزاع به‌صورت زیر فوشته 


می‌شود : 
خوجب ح« بح سصجتیم 
(۲) 9 زا" منوت وم 
ونم زد 


۵۵ ۵ سما-۱ 


درحقیقت ماگزاره همیشه درست مسج [ ونم (ونسچت‌ویم)] با 
ونم چد [ونح (مهج-ع)] دا دادیم که خوديك استلز ام منطقی‌است, چر !؟ لذا (۲) بذام 
قانون نقیض انتزاع خوانده می‌شود . ازاین قانون نیز در اسعتاج استفاده می‌شود . 
فتیجه ۲- باتوجه باینکه : ود ۱ (مجسو) در (۱) می‌توان بجای کزارة شرطی * 
کزار؛ هم‌ارز آن را قر ارداد درنتیجه قاتون انتزاع به صورت زیر نوشته خواهد شد : 
۱/۵ 
۲ 
۳ ۹ 
درحقیفت ما گزارة هميشه درست (حجت[0 ۸ (۵-- /6۱)] را داریم که خرد يك‌اسلزام 
متطقی است . 


سممولا (۳) را قانون رفع مولفه می‌خوانند . آزاين قانون نیز دربیان معتبر بودن يسك 


۳1 


امتتتاج استفاده می‌شود , صورت دیگر این قانون چنین است + ۱۵۵ 
بان 
۹ 
یعنی ازتر کیب فصلی دو گزاره و تقیض‌یکی از آنها »کزارة دیگر آن‌تر کیب فصلی‌نتدجه می‌شود. 


چنه مثال 
و آیا استنتاج زیر معتبر است ؟ می‌دانيم که + 
- حسن در دریاست یا حسن غرق نمی‌شود 


سین در دریا ثیست 


خسن غرق نمی‌شود 
اگر گزاره‌های « سین در درباست» و «حسن غرق م ۵ | پدترت نشان 
ن در دریاست» و «حسن غرق می‌شوده را بهترتیب با و و بو نشان 


دعیم » استنتاج فوق به‌صورت زیر نوشنه می‌شود : ۳۱۷ 
که یکی زصورتهای قانون دفع مزلنه است و درست است . ٍ_ 
۳ 


۲ آیا استنتاج زیر معتبر است ؟ می‌دانیم که : 
- اگرهوا بارانی باشد یا کسی بهمجلس جشن‌نياید . جشن باشکست مواجه خواهد شد , 
- جشن باشکست مواجه نشد . 


هوا بارانی نبوده | 


گزاره‌های «هو! بارانی است» » «کسی به‌مجلس چشن مي‌آید» و «جشن باشکست مراجه 
می‌شوده را به‌ترئیب با ج ۰ و و ج نمایش دهیم خواهیم داشت : 
(۱) تجو ۲۱ 


یم 
9 
طبق تعریف استنتاج + مقدمات درست است بنابراین + از (۱) تتیجه می‌شود : 

و 

پس استنتاج فوق بدصورت زیر نوشته می‌شود : 
و بح جر نم 
رده 
اف 


که قانون انتزاع بوده و معتبر است و از آنجا وزبم درست است یعنی هوا بارانی نبوده است. 
۲ آپا استتتاج زیر معتبر است ؟ مي‌دانيم که : 
به(0 ۸ب جح ۳۱۷ 
9 


و سس 

انین دمورگان و درستی ج به‌صورت زیر نوشته می‌دود : 
بش و ۱ جح ۲۱ 
۱۹ 


این استنتاج با توجه به 


4 رف 

که قانون انتزاع بوده و درست است . 

ده‌تور دیگر استنتاج از روی قضبه زیر به‌دست می‌آید . 

قضیه - برای هرسه گزارذ و ]) د7 ء اگر گزاره‌هاک‌و ور جس درست باشد 
آنگاه وجسیم نیزدرست است. 

برهان - ارات بهروش برهان خلف است . یعنی گوئیم اگر عوچسط درست باشد که تضیه 
ثابت‌است . ار نادرست باشده آنکاهگزارة وس /۲۱ نادرست خواهد بود چرا ؟ و از آنجا طبق, 

. تعریف ترکیب فصلی باید ۲ و وزسح نادرست باشد درنتیجه و درست است . اما در فرض یز 

داریم وجتم درست است . پر‌طیق قضیه انتزاع ۹ درست است . اما 6 درست و ۲ نادرست 
است درنتیجه «چس) نادرست خواهد بود چرا ؟ وحال آنکه داریم وجسی درست د این خلات 


1۹ 


فرض مي‌باشد . بتابراین » ججسدم_درست است . 
ق ق بنام قانون قیاس خوانده شده آثر | به‌صورتهای زیر نه‌ايش می‌دهند : 
۵ ۲-0 
حجد وس (21۲<]) ۸ (جدج) .با 6-۲ 
۲ 


مثال ۱- آیا استنتاج زبر معتبر است ؟ می‌دانیم که : 
- اگر عر حشره است آنگاه و هشت پا ندارد , 


- اگر »و عنکیوت است آنگاه و هشت‌پا دارد . 


ساگر رز عنگیوت است آنگاء ر حشره نیست . 
هرگاه گزاره نماهای «یو حشره است» » «عد هشت‌پا دارد» و « ید یك‌عنکبوت است »را 


به‌ترتیب با »هو نشان دهیم استنتاج فوق به‌صورت زیر نوشته می‌شود : 


‌ وسجهم 
چس 
اب-۲ 
که با توجه بهقضیه عکس تقیض هم‌ارز است با : 
جع 
۲ب چحویم 


(0 ن تج ) دم هچ و 
واين قانون تیاس است ددنتیجه استنتاج معتبر است . 
هریت از گز اره‌های زیر همرشه درست بودهدر نتیجه استنتاج از رو ی آنها معتبر است . 


الف ‏ ۲۳2۷۹ 
بت ۱۸-4 با ۲ 
3 وج«( (وجبم)] با وجس(م۸ (وجمهع)] 


بخصوص گرار؛ (الف) بنام قانون ادخال فاصل د (ب) بنام قانون حذف عاطف سمردف‌استو 
ازآنها زیاد استفاده می‌شود . مثلا اگرفرض‌کنيم گزار؛ «یژن باهوش ات » درست باشد آنگاه 
گزارةبیژن باهوش است یاهساسان نخستدزیر است » نیز درست است . 

یا گزار؛ زیر نیز درست است : 

ن ۱ ۲2۱(۱/)۲)ج-۲<۱ 


درموردگزار؛ ب ۰ فرض کنیم گزاره « خط ۵ برخط ,(1 و ط ۵ برخط ,۲0 عموداست» 
درست باشد دراین‌سمورت روشن است که هريك از گزاره‌های « خط ۵ برخط ,(1 عدوداست» . 
ودخط ۸۵ برخط بل[ عبود است » درست هستید . 

استتتاج زبر طبق ج درست است . 

- )۸ اگر و نها اگر و 2( ۸ 

۸5 - 


۸۲۱۰۵ 


آمر.بن 
۱- آیا استنتاجهای زیر معتبر است ؟ (فانوني راکه درهر تمرین بکار می‌برید نام تبر س) 
الف - مي‌دائيم که : 
- اگر عدد طبيعي چ فقط دو مقسوم علیه مثبت متمایز داشته‌باشدهآنگاه ج اول است . 
- عدد طبیعی ۵ فقط دو مقسوم علیه مثبت متمایز دارد. 


.., عدد طبیعی 6 اول است , 

ب - می‌دانيم که : 
باکر قآ آنگاه تش ظ 
۳ تم 2 


۹۹ 
۷ کدام يك از هم ادذیهای زیر ددست است؟ 

(: /2۱) چت (و ۱۷ج) جد (7 جع و) ۷ و - الف 

(۱ ۸ ۵ج (22)0۸( جد )۲/۱ -ب 

(۲ چت ج) چ (و چد و) <(: جد و) جد وج 

(7 چت ج) ۱۷(و چت م)< (2 0۷) جد و -د 

(« چت ۸/۵ (و جد 9/۸۱۲(<)۲) چد ر -م 

[(: جح و) چت ج] ند [7 چد (و جح ()] -د 


1 1 
ساگر فرض کنیم 6 ددست باشد آیا می‌توان نتیجه گرفت که بح ددست است؟ 
ط وج 


(فرض کنیم مفروضات استتتاج نیز بتوانند نادرست باشند) 


۲۱ 


۴- آیا استنتاجهای زیر معتبر است ؟ 8 جح 8 سود 


وم چستز مج‌و ۲ 
وجست ]نم 
ایق نا صت ۵ جع 
عمجت ء نحچت )ونم 
9 ت سر ون 
وج ون ۱ 
۱۸۵ #۶ هحجم 
ل ر مساو تیه 4ج مب ۲۳9۶ 
۹ 
ت9۹ 0/۲ 
و هب /۲۱ 
۵- ثابت کنید : 
(رجتو)ت ]| (و د («جتو)جصو) 
۶ - ثابت کنید 


(۱)-(و زاعا | (مجم) 
۷ب با استفاده اژتمرین ۶ ابت کنید ء 
[(وجه) چد(۲ )اس | (وجسو) 
ثابت کنید : 
(0/۱۵) جس(0/۱۲) -- (و )۸ (وجح) 
4- ثابت کنید ؛ 
(1جهو) جع وس (و نم چه (و ۸۱6۳/۸ (عج-(۳/9)) 


۵ سب آیا استتتاج ذیر معتبر است؟ 
»6 0 بح چچت بر بجر 
۰ 0 
٩(‏ ۸۱۸۲۱۷( 0۱۷) ۰ 
-٩ !‏ آیا گزاده ذیر همیشه درست است؟ 


(و جت (و چت و بم)) چت (و جد 2) 


فصل دوم 


حلقه و میدان 


مثال ۱ دستگاه (( :+ :2) ؛ یعنی مجموعة عددهای صحیح نسبی (درست) دا بادوعمل 
جمعدضرب معمولی: ود ظلر بگیر بد: این دستگاه دادای حواص زیراست: 
۱ دستگاه (4 ,) يك گروه آبلی‌است. 
۴- مجموعة 2 سرت بدعمل_ بر بسته‌است. 
۳- عمل هر دد رز شرکت‌پدذیر است. 
*- عمل ‏ اسبت‌به اد ازظرف چپ‌ود است توزیع پذیر است. 
مثال ۷- دستگاه ( :۰+ :0)) ؛ مجموعةٌ اعدادگویا باده عمل جسع «ضرب مسمولی دا 
در نظر بگیرید » این دستگاه دادای حواص زیراست : 
۱- دستگاه (-,()) يك گروه آبلی است. 
۲- مجموعال) بت به‌عمل ‏ بسته‌است. 


۳ عمل >< در () شرکت‌پذیر است. 


۲ عمل در سبت‌به( اذطرف چپوداست توزیع پذ ی راست, 

مثال ۳- مجموعد اعداد زو ح درست یی 8 دا بادوصل جبع و ضرب معمولی درنظر 
بگیرید: این دستگاه دارای خحواص زير است : 

۱- دستگا, (-9.4) يك گروه آبلیاست. 

۲- مجبوعه ت[ فست بهعمل ‏ یسته‌است. 

۳ عمل > در 2] شر کت‌پذیر اس 

۴- عسل < نسبت به حله ازطلرت چپ‌وداست توزیحپذیر است. 


هريك ازدستتگاههای بالا» مثالی ازيك دستگاه دباضی است که بنامحلقه خوانده می‌شود. 
تعریف ‏ مجموعة ناتهی 12 <۱ همراه پادوعمل دو تائی چ و یا . با که آنها را به 
, ترئیب جمعدضوب می‌ناميم: يلك حلقه گونيم هرگاه هاطنه باشیم: 
۱- (-4,() يك گروه آبلی باشد, 
۲ مجموعه 1 نت به خمل »ر بسته باشد, 


۳۳ 


۳ عمل < دد] شرکت‌پذیر باشد. یعنی بر ای هرو:واوی در داشته باشیم: 
6۵( ه)ع (6 ۱ ) کرو 
۴ عمل هر نسیت. یه ازدوطرف توزیمپذبرباشدز نی بر اک‌هره؛ حادم دنداریم: 
(۵<0) + (نا <ه) ع (وسلدوا) رو 
(۲)۵<۵+-(۵ 6 ط) ع و ک< (مجوا) 
این دستگاه‌دا ( ۰۱ ۳-,8) و گاهی برای‌ساد گی به3] نشانمي‌دهيم. 
ا سعللاحات جمع وضرب صرفاً تراددادی و بخاطرداحتی است وهنظور این یست که حتماً 
8 مجموعةً اعداد است ویا عملهای + و »زر همان جع وضرب معمولی هستند. بلکه «مکن 
است +1 مجموعةً ماتريسهاه مجموعة مجموعه‌هاه..» بوده واعمال جع وضرب تعرین‌شده روی 
۲نهاشیاهنی باجسم وضرف معمولی اعداد داشته باشد. 
چند مثال, 
اس هريك ازمچه‌وعةییر,/(: چیرمنال یمنی مجموعه‌های ماتریسهای ۷ < ۷ و۳ هرس با 
عملهای جمع‌وضرب ماتریسها يك‌حلقه‌است. ذیرا دداصول مر بوط بهحلقه صدفی می‌کنند. 


2 0 


۲ - مجموعه ماتریس‌های ۲ 4ز ۷ بفرم ۱ ۱ بادوءمل جمع‌وضرب مات یسها 


2 اس 
يك‌حلقه است. 


ویز کیهای | بتدایی در حلقه: ( 4-۱ ,5) 

می توان ثا بت کرد: 

الضت برای هرید دز3] دازیم: 

هس ویو 

بت یرای هرید و ب دد 1] دادیم: ۲ (ا )دا و(ت) 

ع- برای‌هرند و ۲ در ۲[ دادیم: ۲( )(-) 

تا کنون صحیتی ازعضو بی‌اثرعمل‌ضرب و همچنین تمویض‌پذیری عمل ضرب نکرددايمه 
حلقه بااين دیژگیها دارای نامهای خاصی‌است که ما آنها را بردسی می‌کنيم : 

حلقلا يك‌دار -حلقذ ( >( ,+ , 8)نایلد حلقا یلد داد( یا باعضویکانی)ناهیمهرگا«عمل خرب 
آد دادای عضو بی اثوباشده این عضو بیا شود بدد نشان داده آن (اعضو واعد دستگاه می ناميم. 

چند مثال, 


ات مجموعة ماة 


بهای ۲ باعمل‌جمم دضرب ماتر یسها یك‌حمه يك دار اس 


۱ 
ریا سبت به‌ضرب است. 
۰ 


۲۴ 


۲- حلقه (< ,4 ,:2) نیز يكحاةٌ یداد است. 


۳ حلقه ( ,+ ,ن) که در آن] مجموعذ اعدادصحیح‌نسبی زوج‌است یلکدار 


حلقه تعویض‌پذیر- حلفا ( > ,۳  )8,‏ يك حلفة تمویضپذيرناهيم هرگاه عمل < دد 
آده تمویض‌پذیرباشد. ببادت دچگره ود -داع , ۷۵,۵1۲ (برای سهولت واه دایجای و < و 
نوشنه‌ایم) 

حلقة ( ,4 ,1) یسك حلقةٌ تمویض پذیر است. ولی حلقا ( < ,رب ]۷() : که در 
آن مپرم [۷(: عجموعا مساتریسهای ۳(4۳ است تمویضپ‌ذیر نیست. ذیسرا ضرب ماتریسها 
خعاصوت تعویض‌پذیری ندادد. 

میدان- حلقة ( ., ,)۱ پلدمیدان نامند هر گاه ع[ تمویضیپسذیر و یسلدداد باشد 
و هرعضو مخالف صفر آن نیز متقابل ضربي داشته باشد. 

دستگاههای ( ,)و (د) میدان هستد. ولی ‏ زد ,,7)و 
( ,یر ]۷ )میدانن تند. زیرادد :هر عضو دارای متقابل ضربی یست و ددپر ۷ 


۱ 
هر عضوهحکوس(هتقا بل‌ضر بی)نداردمالا: 
و ۵ 


مضوم‌عایا صفر_ دد حلقه ۱ , لب چا عضو هرق دا یلد مفسو‌غلیه صفر نايم 
هرگاه عضوی مانند »طبر دد 13 یافت شود به گونه‌ای که ه وا 2 ۵: بسراحتی می‌قسوان 
دید 118 مقسوم علیه صفر خدادد ۰ ذیرا؛ هوگاه ه ۰۱ج چت ه - ام 


۱ 


مرج لوقعم شیم یه مت ات زا 


هه ۲ 


۰ 
عضو سم ] مخا لف‌صف رات و جود دادد بهآ-میکهء 


.۰ ۰ ۰ ۰ 1 
۰ ِ ۵ ۱-۳( 1 
حوز؛/ورست- حلقة ۱( ,12,4 (۱ بل _ حوذه ددست نامیم هرگاه الا تعویخی‌پذیر 
باشد. ثا نبا مقسوم علیه صفر نداشته باشد. 
قضیه سفوط لالم و کالی برای اینکه حلقا تبویض‌پذیر 8 بسك حسوزه داست بساشده 
۲ نمتکه برای‌هر ۵, وان در داشته باشیم: 6 ع را جسس(نو ع ۸6۵ ۰ 8( قا نون حدف). 
پرهان - فرض کنیم قانسون حذف دد 11 برقسراد است باید ثابت‌کنيم ٩‏ يك حوزة 
ددست است هرگاه ه ع ده؛ باید نان دهیم هد و پا ه بح ط.ا گره وحکم ثابت استن 


1۵ 


فرض کیم هعرج نشان مي‌دهيم ه عد وا» برای این منظرد گویم بنا بر ویژ گی الفه ه - ه.ج 
و پفرض ه < واج؛ داریم: 

از یدح د وجرد قانون حذف: 2 حچت .و - را وچ ه < را 

با لنکس- فرض کنیم 0] يسك حسوزة ددست باشد ؛ ثابت می کنیم قانون حذف در آن 
برثرار است؛ هر گاه 260 9 و ۰عوده؛ چنین دادیم: 


۰/۵2۰ < ۵0 - را وه وه 20۸ < اه 


توزیعپذیری: ۵۰  *‏ (0 - و ) مج 
چرن حوزهٌدر ست‌است: / (۰ < (9-0) /۰۱۷ ع و) چت 
فادون رفع مزنقه: و و | چسد 
6 2 ] <چسد 


فتیجه -٩‏ قضیذ_بالانشانن می‌دهد که د«حلة تعوی‌پذیر قاعد؛ حذف معادل‌است با فرنی 
نداشتن مقسوع علیه حفر . 

نتوجه ۳ بواحتي دیده مي‌شودکه قانون حدّف- دامیداین برقراا اصت بنا براین هرمیدان بند 
حول «دست است ولی عکیآن: صحیح نیست. وت 

مثال ع ( »< د + «یق) حوزه درست است ولی میدان فیست. 


ز بر حلقه وابد.آل در حلقه 

دد حلیقه‌ها همةٌ زیر عجسوعه‌ها مورد توچه نيستند. بلکه زیر مجوعدهای ویسزهای مورد 
ترجه هستند که نقش آنها در نئودی حلقه‌ها مهم اصت . 

این ذیر مجموعه‌ها دا پنسبت اهمیتشان‌در زیر معرفی و ویژگی آنها دا در حلقاعددهای 
دست (صحیح و سبی) بردسی می کنیم. 

هر یف س فرضی کنيم ۱ <, ,8 یلد حلقه باشده ذیر مجموعا نانهی ۱18 1 نا یلد 
ذیر حلته گوبند اگر 8 با همان‌دوعمن و« تشکیل یلك حلقه دهد: 

مثال ۱ - (6<, -,2) ذیرحلفه( <,+,0)) است. 

مثال ۴ - (<,0,۲)_ زیر حلقه (,۲,) است. 

قضیه - هرگامتای ود «خالف 6 باشد خرط لاذم دکافسی براي آنکه ۱ 6 , سل رق) ید 
ذیرحلقه ۱ < , ,1 باشد آیه است‌که؛ 

اف برای‌هرودن «< 5 ,69 -<8 (زیر گروه بودن5 دا تأمين می‌کند ) . 

ب- براي هر ودرادد8 ,2068 
۲۶ 


لعریف س فرض کنیم ( با «+ :13 ) يك حلقه باشد زیر مجموعه 1 از 1 دا يك ایدآل 
دوطرفه دد 15 نامیم هرگاه : 

الف : 1 باعمل جمع زیر گروه 8 باشد (برای هر ه و 9 دد ][ »21 ۵-0) 

ب : برای هر آع1 وهر ۲15 داشته باشیم آع[2 و ۲6[ 
آیا هر ایدآل دو طرفه يك زیرحاقه اسث ؟ عکس آن چطور؟ 

چند مثال : 

۱ - مجموعةٌ ۰۲2 بعنی «جموعة تماع عددهای صحیح ندبی(درست) زوج یلك ایدآل 
حلقه 2 است. 

ذیراه الف: تفافل هردو عدد ذوج عددي است زوج.ب: حاصلضر ب هرعدد صحیح سبی 
دریکندد وج عددی است زوج. 

۲سبرای هر 106 , ,۲07 يك‌ایدآل حلقه ,7 است. (یهدلیل تعر بف) 

۴ ددهرحلفةً »زیر مجموعه‌های (ه) و3[ هر کدام يك ایدآل] هستند چسرا ؟ (اين 
ایدآ لها دا ایدآلهای بدیهی می‌تامرم). 

۴ - در چند جمله‌ایها: (یر)۳: اگرل| مجموعة تمام چند جمله‌هائی باشد که عقداد ثابت 
آنها صفر است» آنگاء ل) يك ایدآل (د۳۷ است. 

۵ اگر 1۸7 مجموعةٌ تمام چند جمله‌هائی باغد که مقدار ثابت آنها ذوج است؛ آنگاه 
۷ بك اید آل ددل(د)۳ است. 

به‌طردی که در بند ۲ ۰ دیدیم جبوعاً مضارب عدد درست يك ایدآل ,2 است 
ثابت می‌شو دکه هرایدآل 2 بهایتصودت است پعنی تنعا ایدآلهای 7 همانهالی هستند ک از 
مضادب پلدهدد به‌دست هیآ یند. پا هر اید؟ل حلق؛ عددهای ددست به‌صوات 7 ورر(ست۱.ایدآل 
به‌دست آمده ازعدد 70 دا به(0) نشان می‌دهیم. 


تمرین 

۱ کدام يك از مجموعه‌های زیر همراه با اعمال جمع و ضرب اعداد تشکیل يك حلفّه 
می‌دهد؛ ۱ 

الفت (۶0,: | ۱۳ +م) 

ات [67 | ۵) 


1 اذ بات ص فنظی می‌شود. 


۷ 


ج- 7 2 

۷ ۱ اه به 2 

۲- ثابت‌کنید برای [۵0۱ع1 که ع مریح‌کامل نباشد, مجموعة ذیر همراه بسا جمع و ضرب 
معمرلی تشکیل يك حوزه درست می‌دهد. 


(۶2 4۵4۵۲۱۵۱ 71۷1۲ 
۳- ثابت کنید برای لت[ که مربع کامل نباشد» مجموعة زیر همراه با جمع و ضرب 
معمولی تشکیل يك میدان می‌دهد. 
(یءط ره | ه) ‏ و 
۷- دو عمل # و ه دوی ]| را به صورت زیر تعریفن می کنیم؛ 


۱ وا لوح وا و ابو ع 9 بو ۳ 
طاو هدعو ه و دوع و و و 
آیا (۰ ,*) يك حقه است؟ 


۵- مجموعة [ورب لژ )) صظ که هد آن عا (هد) رگد با (م,4ه ب میاه 
بر ع (ب)3. طروض است آیا (۰ ,(]) يك گروه است؟ عمل » عمل ت کیب توایح استت. 
۶ مجموعة ژوجهای اعداد حقبقی با دو عمل -ل و < را به صودت زیردرنظرمی گیریم: 
(۵4-0,۵+۵) ع (,6) 4 (9,ع) 


(00 8,۵04 --عم) ع<(,ع) ۰ (۵,0) 
ثابت کنید دسنگاه حاصل يك میدان است. 


۷- هر گاه (] حلقه نعویض‌پذیر د 06 آنگاه 


(۱۳6جه) و 
يك ایدهآل در 2[ است. 


۸-اگر (2عج,ه | دج + هص) ع زا که دد آن و د و دو عدد صحیح معین‌است ثابت 
کنید (<,۳-,[)) يك ایدهآل دد 2 است. (جمع و ضرب مسولی است) 
4- اگر لا و ۷ دو ایده آل حلقه ] باشند ابت کنید 


۷۷ ناهن | ان < 14-۷ 
یز بك ایده‌آل ۲[ است. 


۰ هر گاه [] يك ایدهآل در 1 باشد و ]۰۱6 ثابت کنبد ۲ < []. 
۱ ثابت کنید تنها ایدهآ لهای‌میدان جل ود ۲ يا (0) است. 
۳۸ 


فصل سوم 


نطر به اعداد 


در اين فصل خواص اغداد صحيح (۰ ۰ .,۲, اج ,اعد ,ه )عم دا بردسی 
می کنیم: برای مطالمه این حواس نیاژ به تعادیث ذیر داریم: 

مجموعه مرتب - مجموء؛ ۸ همراه با دابطه ترتیب 45 بنام مجموعه مرنب خوانده 
شده وآن دا به‌صودت ( ۰۱ ۸۵) نمایش میدهند, 


عسو ابتدا وانته‌ای يك مجموعه 

رابطه « > » ردی مجموعةً اعداد صحیح یک دابطله ترتیب است و بوسیله آن می‌توان 
اعداد صحیح دا یدشکل ذير مر تب نمود: 
سیک ۱ یک یک - ک ۲ کیک لس که( یک 


در تتیجه يك مجموعه تب نامیده میشود. به همین تر تیب مجموعه اعداد ط. 
ت 3 بوعه هر اب بیشو همین تر دب و ابیمی 


ئیل مجموعههای مر تب میدهند, 
راو ۰۱۱۲۳ (>,ل() 
۲ ۴ زب ,(۱-ظ) > ,۷-) 
در مجموعه اعداد طبیعی» هیچ عضوی قبل اذ ۱ نیست دیا ۱ مقدع بر همه ءفوهاین( می با شدء 


و مجموعه اعداد صحیح منفی هم بارابطه > : 


(+عضو ابندای/(| است.) 


دد مجموعدل- : هیج‌تضوی بعداز (۱-) یست ویا ۱+ موخر بر همه اعضای: لاس » 
می‌باشد.( (۱ -) عضو انتهای مجموحه اعداد صجیح منفی است .)عضو ابتدا دا کوچکترین 
عضو و عضو انتها را بزرگتر ین عضو نیز می‌نامند, 

در ۱۸ عضو انتها و در ۸ -- عضو ابندا وجوه ندادد . 


>> ,۸) يك مجموعه مر تب باشد. عضو ,۵رعج دا عضو ابندای 


تعریف ٩‏ - فرض کنیل 
مجموعه ۸ می‌ناميم: هر گاه برای هر :د دد۸ داشته باشیمد 8 
محور اعداد ۹ 8 عضو ابتدا 
مجموعه ۸ ( قست پررنگ) 
> د ۷:6۸ 
۹ 


تعریف ۲ - فرض کنید ( > ,زر) يك مجموعه مرتب باشد عضو شرع دا عضو انتهای 

مجمو عه‌۵می نامیم مرگاه برای هر در دد ۵ داشته باشیم وا > بدء 
محور اعدا ط عضوالتها. ‏ ۶ 
مجموعةً ۵ ( قسست پردنگث ) 
تک و ۷۸ 

ثابت می‌شود که عضوهای ابتدا و انتها: دريك مجموعه ا گر و جود داشنه باشد منحصر بفر د است. 

چند مثال: 

۱ مجموعه (۱>: > 41030عد:ی) کش بارابطه «ي> ی داد ایعضو ابند؛می باشدولی 
عضوانتها ندارد. 

۲ مجبوعه (۰>>۱ ,25 ۷:بز) ع< 8 بسا دابطه «یکه دادای عضو انتها می‌باشد 
ولی عضو ابتداندادد. 

۳ مجموعه (2:(2۳8,۰>>۱) ع<ن) با رابطه ذیک » عضوابندا ندارد و عضو انتها 
هم ندازد. 


خو شتر تیبی 

یکی‌ازخواص اساسی مجموءعة اعداد طبیعی بازابطه « ی>» این‌است که هرزیر مجموعة غیر 
تهی آن دادای عضو ابندا میباشد. مجموعه مرثب (> و ل) با این ویژگی بنام يك مجموعبه 
خوشتر تیب شوانده میشود. 

اصل خوش آرئیسی - هرزیر مجموعه غیرئهی از مجموعه اعدا د طبیعی دای عضوا بدا می با شد. 


بطود کلی 

تعررش - مجموعه‌مر تب ( > , ۵) دايك مجموعه خوشتوئیب نامند» هر گاه هر ذیرمجموعه 
غیر ثهی آن‌دادای عضو ابتدا باشد. 

مجموعه مرب ( یک ,0])) خوشتر تیب نیسته ذیرامجموعه (۱ >> ۰ د 2:25  )‏ ظ 
عضر ابندا نداند, 

دداینجا بااستناده اذاصل خحو 


تیبی اعداد طبیعی قضایایی راثابت می‌کنبم که در بیان 
مطا لب‌دیگر این فصل مودد استفاده فراد میگیر ند. برای این‌منظرر تعاریف زیرداجهت‌بادآودی 
مطر ح می‌نمائیم. 

قعر یش - مجموعه ]8 راگرانداد از بالا گوثیم هر گاه عددی مانندج]هوا یافت شود به 
گر نه‌ای که برای‌هر 5 وداشته با شیم و یک و عدد ود ايك کر انه با برای‌مجموعه (8 می نامیم. همچنین 


۳۰ 


مجموعه 5 راکسرانداد از 


یم هر گاه عددی مانند 2ج دجرد داشته باشد بطودیکه برای 
هر قاء‌ن داشته‌باشيم و ب>و. عدد ج دايك کرانه پائین‌برای مجموعه 8 می‌نامیم. 
کراندار از بالا ء 
محوداعداد عددوا يك‌کرانه بالا و 
مجموعةً 5 ( قسمت پررنگك ) 
> و ۷۵2۹ د ۳ 306 


کر انداد ازپائین ‏ يك کرانه پائین 
محوراعداد 113 2 


مجبوعه 5 (قسمت پردنگه) 


322 5 , ۷۹2۵ , 65 


قضیه هر مجموعه غیر تهی کر اندادازپا تین ازاعداد صحیح‌دارای عضو ابندا می‌باشد. 

برهان - فرض کنیم 5 زیر مجموع غیرتهی 2 و ۵ يك کرانة پائین برای 8 باشد ؛ 
دراینصودت ینابر تعریف کرانا پائین » برای هر 8 متعطلق به 5 دادیم : 

8 < 5 »با توجه به اینکه بح ما در 2 است ۰ لذا بلافاصله نتیجه می‌شود ۱ - وحو و با 
*<(۱- 3) -9. یمتی ۰ (8-۱) -5 مت و عسدد طبیعی است ؛ حال مجموعه‌ای ازابن 
اعداد ینی : (928 و (۱-ع) -1|]<5) <] را در نظر می گیریم ۰ زیر مجموعةً ظیر 
تهی از اعداد طبیعی است.(چرا ؟) اذ۱ ۲" براساس اصل خحوش ترتیبی دارای عضو ابتدا است . 
اگر م) عضو ایندای 1 باشده بنا بتعریف عضو ایتدا برای هر 121 دادیم ایک 1 . حال بجای 
۸ در طبق تعریف مجموعه 1 مقدارشان دا فرار می‌دهیم: 

(2-۱) - > (۱- ج) - ,5 

و يا پس از حذف (0-۱) - از طرفین :9 > ,9» یعنی وجود دادد 9.68 که برای هر 
8و همواره و ی ,و است» !ذ۱ ,و عضو ابندای 5 است. 

قطیهب هرمجموعه غیر تهی کر اندار از بالای اعداد صحیح دار ای عضوآننها میباشد. 

برای اثبات این آضیه مجرعه (865 : و--8-۱) عت ک] دا وقتبکه ن يك کسرابه 
بالاعی برای‌آن مجموعه باشد. درنظر بگیرید. 


استقراء ریاضی 
بسیاری از عواص اعداد طبیمی ناشی اژاصل خوش ترتیبی اعداد طبیعی است که‌از مهمترین 
آنها استفرام دیاضی می‌باشد که ما باپذیرقتن اصل خوش ترتیبی آندا ثابت می کنيم. 


۳۱ 


قضیه استقر اء ریاضی" (اصل استقراء ریاضی) 
هرزیر مجموعه از اعداد طبیعی که ۱ متعلق به‌آن بوده وتالی"هرءضوش یز عضوهمان‌ژیر- 
مجموعه باشدء بامجموعه اعداد طبیمی مداوی است یا به‌ببان دیگر اگر 5 ذیر مجموعه ل] بوده 


و دادای حواص زیر باشد : 


الف - ۱6٩‏ 
ب - برای هر ۵ اگر 5ع آنگاه ۱8 + ۵ باشد. 
آنگاه ل۵) - 5 است. 


پرهان - تمام اعداد طبیعی که متعلتی به 8 نیستند مجموعه‌ای تشکیل میدهندکه‌آن‌را ٩‏ 
می‌نامیم؛ ثابت می‌کنیم نع "۰8 فرض می‌کنیم م9 (برهان خلف) چون [ )"8 ؛ در 
ایتصسورت بتابر اصل خوش ترتیبی اعداد طبیعی؛ ٩٩‏ عضو ابتدا دارد» فرض می‌کلیم ,0 عضو 
ابتدای "6 باشد؛ چون طبق فرض «الف» ۱68 است» پس با توجه یه تعریف ۱۶٩ ۰ ٩‏ در 
نتیجه عضو ابتدا یعنی ,و بزرگتراز ۱ است (۱ <ج) و عدد طبیعی ۱ رو چولن از ,9 
عضوابتدای ٩۳‏ کوچکتراست متعلق‌به ٩"‏ لیست پس متعلق به 5 است. اژاینرو طبق‌فرض «ب» 
تالی ,و یعنی ,2 نیزمتعلق به 5 است درصورتیکه ,و عضو ابتدای ٩۳‏ و متعلق به 5 
می‌باشد واین متناتض با تعریف "8 است. پس و 8 است» درنتیجه 615 است, 


نتیحه قضیه استقر اء ریاضی 

قضیه استقراء ریاضی دوشی بسیاد مهم وتوانا برای اثبات قضایا و احکام ریاضی بدست 
می‌دهد. که درتماح شاخه‌های ریاضی از آن استفاده میشود دوش مزبود چنین است : 

قضیه - فرض می کنیم ,۳ یک گزاده‌نما تعریف شده در مجموعه اعداد طیعی باشد و دد 
شرابط زیر صدق کند: 

الف) ۲ درست باشد. 

ب) اگر ۳ ددست باشد آنگاه رو بیع نیز درست باشد ؛ 

در ایتصودت رم برای هرعدد طبیعی ‏ درست است. 

برهان « زیر مجموعه‌ای از اعداد طیعی‌که عضوه‌ای آن گزاده تمای و۳ دا به‌گزاده 
درست تبدیل می کند ( مجموعه جواب گزاره نمای ,)۳ ) 5 می‌نامیم . یعنی: 

و۳ درست است و ۵ 0|26) 9 

۱ بعضی از کتاببای نظریه اعدادء استقراء رباضی بعنوان اصل پذیرفته و اصل خوش‌ترئببی 

را بعنوان قضیه ثابت می کنتد, 


۲ب اگر 6 عددی طبیمی باشد 4-۱ تالی آن نامیده میشود. 


وش 


بنایر فرض « الف » زي۳ درست‌است پس 25 و بنابر «ب» اگر ی درست باشد یعنی 
آنگاه ررپیع8 نبز ددست است پس ۱25 + دد لتیجه بنابر فضبه استقر اه دیاضی 
ص 5 است یی م۳ باذاه هرعدد طبیعی 10 درست است. 
مثال ۱ نشان دمیدکه برای هرعدد طبیمی ور : تساوی زیر درست است . 
(۱ 60۳ زا.۰ ۴( ۷ 
حل : فرض‌کنيم و۳ گزاره‌نمای بالا باشد . یعنی: 
(۱ )و۲ ریا ۲۷۲۲ بو 
اگر در وظ بجای وو عدد ۱ را ترار دهيم خواهيم داشت : 
(۳۱- ۲2۲۱/۱ 
ازاینجا نتیجه می‌شودکه, ۳ درست است, عنی شرط الف از قضیه استتراء ریاضی بر ترار 
است , 
اگرفرض کنیم ۳ درست باشد (ع] يك‌عددطیرمی دلخواه است ) خواهیم داشت : 
(فرض استقراء) (4۱ع1)عح »۲ ۴4۶4۰۰۰۷ ۲ ۳ 
حال باید نشان دهیم که , بیر۴ نیز درست است یمتی باید نشان دهیم که ٍ 
(حکم استقراع) (۱()6۲ )زا )۱۲ اطع اي بیرظ 
اما بتایرقرض استقراء می‌توان نوشت :ٍ 
ها ۱ 
(۱(۲)6۰۱ )مج 
(۲ + 4۱()۶ع) < 
یعنی ,+۳ نیز درست است . بنابراین‌شرط ب ازقضیه استقراء ریاضی یزیر فرار است 
پس بتابر تیه استقراع ریاضی برای هر عدد طبیعی »1 » بو درست است . 
مثال ۲ب نشان دهید که برای هرعدد طبیعی جر ؛ نامسادی وو- ۱ ود ۷۳ درست است . 
حل : فرض‌کنيم و۳ گزاره نمای بالا باشد پعنی : 
ود ۱ چ ۲۳ : بر 


اگر در و بجای وو عدد ۱ را فراردهيم خواهيم داغت : 
لاح ۲ 
از اینجا نتیجه می‌شود که ,۳ درست است . 
اگرفرض‌کنيم ۳ درست باشد » خواهیم داشت : 
(ارض استقر اع) + ۱< ۲۶ ۲ 
حال نشان مي‌دهيم که ,+۳ نیزدرست است یعنی نشان می‌دهيم که :ٍ 


۳۳ 


(مکم استقراع) ‏ ۱(۲+6 )۲۴۲۱2۵۱ :بط 

اما بنابرفرضی استقراء می‌توان نوشت : 

۲+۱ ۲۰۲۴ ۲) ( ۲ 

یعنی , +۳ نیز درست‌است بنابراین شرط ب ازقضیه استقر اء ریافی نیز برقرار است. 
پسپنابر قضیهٌ امتفراو ریاضی برای هرعدد طبیعی و » و ددست است , 

توجه - گاهی اوقات در مسائل استقر ا» بجای شرو ع 5 ۱6.ممکن است با ۰۲65 ۳2یا 
5 شروخ شود. 

مثال س ثابت کید گزاده نمای ۱>۲۴ +۲۵ : م۲ باژاء 0۳ ددست است, 

حل - گزاده ری3 برای ۳ 2 درست است زیرا ۲۳ ۱+ ۳« ۲ است یاید ابت 
کنیم اگسر >۱+ ۲ باشد آنگاه ۱>۲۶۱+ (۲)1۶+۱ نیز درست است . بسراعه 
اين منظور به طرفین نا مساوی ۲۱۲۷+ ۷ عسدد ۲ را اضافه می‌کنيم » خسواهيم داشت 
۲ ۳>۷۷+ ۲ (۱) حال ثابت می کنیم ۷>۲۷۱ + ۲(۷۶) است . ناساوی (۲) پساز 
سائه شدن بصورت ۲>۷۲ دد می‌آید کسه برای 0۲ همواده برقراد است . بتابراین 
با توجه به تعواص ناساویها » اذ (۱) و (۲) نتیجه میشود ۲۲+۱:> ۷+۳ د یا (م۲ 
بازاء جمم مقادیر 9۳ ددست است . 


آمرین 
۱- پااستفاده ازقضيهٌ استقراه دیاضی ثایت کنید که برای هرعدد طبیعی 8 » دادیم : 
الف - ۱ 
( ۲8۲۱) (0۳۱) 5 او را ۱۲۲۲۳۲ 
رس سس 
ار 
چ- ( 9 )+ ۱۳۲۲۴۲ 


کر یرو ۳,۷ ۲۰۵ ۱:۳ 


۳ .۲ ۱ 
۱ عیب. . .جلبرب 
۲- با استقاده از فضیه استقراع ریاضی ثایت‌کنید : 
الف .رید ا(ا). 
بت ماو دوم( 
۳۴ 


۳ - با كمك استقراء ثابت‌کنید : 
الف - ۴ وج ۳۳,0 > بپ ۲۲ > 0 
٩‏ 
۱۷ 


1 
۲ > ۱ د- ۴ درای>۳ 
۲ - باکمك استقراء ثاپت کنید + 
(اف - تمداد اقطار هر جر ضلمي محدب برایر است با لسن 


ب م مجمرع ژوایای داخلی هر رز ضلعي مجدب پرابراست با ۲(۱۸۰۴-ه) 
۵- هرگاه و عدد طبیمی و و و و مثبت باشند ثابت‌کنید :. *و> وج رکه 


۶- هرگاه ] تابع حقيقی بوده و ,]و -و] 60 ورگ با استقراء ثابت کنید : 


الف - اگر رات (ع)۶ و بر آنگاه ارب دس 


۷7 جح( 


۷- ثابت کتید به‌از اه هرعددطبیعی 0 دوعددطیعی > و [ هستند به‌طوری که ۷1 - )۵1 < و 


« <(۲)وز 


۱ سب -(م)] آنگاه 
بت اکر سس -<(1 
هب ثابتکنید به اه هرعده طیعی «ع 2ب 2 3 . 

۳ 


4۲ < ۰ به استقراء ثابت کنید وه کر و للزعجر‎ -٩ 
بو وودا چ رو( ۱)س الف‎ 


با ۱ 6 ۲۳ 1-۳ 

تسب رت (لجمب 
(۱+ )۵ ۱ 

0 !ود ۲ ۲-د 


تفسیم 
اگرچه تعام اعداد صحیح بریکدیگر بخش‌پذیر نیستند ولی خاصیت زیربرای کایه اعداد 
صحیح بر قر ار است. 
قضیه برای هردوعدد صحیح ووه عد راحددهای صحیح منحمر بفرد مو۲ یافت‌مپشردیه 
گونه‌ای که || > ۲ > ه و 4۲و ۵ و در ایتصورت و دا خارج‌قست و ع دا باقیمانده 
پا مانده این تقسیم می‌نامند. 
۳۵ 


پرهان - فرض می کنیم 2 و وا دد عدد صحیح و معین باشند آنگاه مجموعه ذیر دا در نظر 
می گیریم: (* 2 9 ود 28 | روا وا 
نشان می‌دهیم که 2 ۲2 یی حداقل شامل یک عضو ه «< 1 است. اسر فرض کنیم 
(اه+)9اس و1 آنگاه هم 1 ذیرا: 
الفت اگر ۲۰ پس۱ < جاده- < |ه| اگرطرفین را فرب‌کنیم داریم |ه(ط +1۵ 
که مثبت یا صفراست, 
بت اگر > پن ۱ ها با ۱ جوا و ۵ < | ازضرب طرفین ناسياوی‌داريم 
| 0/۵ - ۵ < ) که بازهم مثبت یاصفراست. 
در تتیجه 7 غرتهی است و نیز ,22 ۳و ه يكکران پائین آن‌است؛ پس بنایرقضیه شو انده 
شده دادای عضو ابندا است که آنرا ۲ می‌ناميم یعنی ۲6۲ و » چ ۲ بنابراین ,027 بافت 
می‌شود به طردیکه 
۶۲ ع وچ ورا سود 
حال ثابت می‌کنیم || > «ء اگر [د| > م نباشد آنگاء [د| ع< « دیا ه < زط|- 
اگر بجای 7 ماوی آن ود -و دا قراد دهیم خواهیم داشت. 
(۱ 9092 -۵ع [ط| سوط-وع |ط|- 
د چرن ملع(۱ 1 و) بنابراین "1ع|وا| سم اما و عضو ابتدای ۲" بود؛ پس 6 < |طا| سم 
و این تشدنی است ذیرا |0][ یکعدد طبیمی است. لذاء |وا| <ر م درست نیست یعنی || > ع. 
بسرای اثبات منحصر پفرد بودن ي و ز؛ گوئیم جون م عضو ابندای [" است منحصر بفرد 
می باشد و ددتتیجه و نیز متحصر بفرد حواهد بود. 
هثال - اگر ۱۷- و وعط آنگاه ۲+ (۲ )۵ص ات 
مثال - اگر عددی طبیعی باشد بناپرقضیه تقسیم هر عدد صحیح نمایش منحصر بفردی 
بصورت ۴ + حازة دارد که در آن ۲ یکی‌از اعداد ه وود ۲ و 9۳ ... و (۱-ظ) است. بنابراین 
هرعدد صحیح را فقط به‌یکی ازصورنهای زیر می‌نوان نوشت : 
(۱-۱) + نار ...و ۲ج+وو و ۲ وه و اوه و و 
بریژه اگر ۲ ها باشد هرهدد صحیح به‌یکی ازدو صورت ۲۵ و ۱+ ۲۵ نوفته میشرد 
که ۲۵ نمایش عدد ژوج و ۱ + ۲۵ نمایش عدد فرد درحالت کلی است. 


بخش بذبری در 2 
تفیمهای زیر دا درنظر بگیر بد: 
شم اه ۱۷۳ ۰ و۵خ(۱۲س) ۰ (۴)ت(۱۵ت) 
۲۶ 


در کداميك اذ این تقیمها باقیمانده صفر و در کداميك باقیمانده مخا لف صفراست؟ 

هر گاه باقیمانده تقسیم صفر شد مقسوع برمقسومعلبه بخش‌پذیر است. 

تفریی- عدد صحیح ۵ دا برعده صحیح ۰ 3 بخش پذ یر تأعیم هر گاه عددصحیحی بانند 
بافت‌شود به‌گونه‌ای که 9 ع 2.در اینصودت مي‌نویسيم 98 و به‌مودتهای زیر می‌خوانیم : 
2 بر بخش‌پذیر است. وا عدد و دا میشمرد (عاد میکند ). و مضرب ‏ است. وا يك ساژه 
(عامل) و می‌باشد. و يك شمارنده و است. و مقسو)علیه ق است. 

نفیض و | و دا ب‌صورت ۵ نمایش میلهيم . 

پهآسانی دیدومی‌شودکه: الف) صفر برعده 93:۰ بخشپذیر است و ب) اعداد ۱ وا 
هر عدد صحوحی را می‌شمرند: (چر!؟) 

روشن است که بخش پذبری» پلکر ابطه در ,2 می‌باشد 2 اين دا,طد : اعکاسی است زبرا 
برای هرعدد صحیح ج دادیم ۱۱ 2<3.پس | متعدی است, زیرا اگر 6 :9 و | ۵ د 


آنگاهع | ع . 
چون: معا : 2عو3 جح و | 5 
۳ توطاعدم : ود چه | 
3 ,9( 9و ع تو(ود)ع وطاعه 


(26<,و) پس ]۰۵ اما اين دابعله متقادن نیست » زیرا برای مال ۲۶ دلی 
۶۲ » ضد متقارن نیست زیرا برای مثال ۲ و ۲۱-۷ ولی ۲2۶-۲۷ . 


و.یز آیهای ابتدا بی بخش بذبری در 2 
فضیه: هر گاه ۵ ادن سدعدد صحیح 


۱-اگر را | هم آنگاه : الف) دا | وت ب) وا وا ج) اس اس 


داخواه باشند: 


۲ - بر ای هره گرا اگر ظ ۵ آنگاد :الق)ابر ای‌هر ۱08 ۰ 0 | ه ب) || > 8 
۳-اگر ۱ | ۵ءآنگاه ۱ ۵ (تنها شمارنده‌های‌عدد ۱: اعداد ۱ و ۱- می‌باشند.) 
۷« اگر با | ج و واطا آنگاه وس دوه 
۵ اگر دا | و م| هم آنگاه مت | ۵ 


برهان 
-٩‏ اگر دا | بنا بهتعریف وود و ددنتیجه (و-)(8 --)< و۵ ط 
9(-) ع (و )و دنا 


یعنی الف » ب ؛ ج برقرادند. 
۳۲ 


۲- از تا | ۵ دادیم »و ع یا ؛ درنتیجه: 


الف) ط | وج (روهاهع (ومام ع طصح وو ع 9 
ب) | 2 ۶۱۵0 ۱ظ۱ جد ودحط 
چون لوط در نتیجه هعروي د ۱ وا پس اه| <ا 0۱۱۰۱۰۱4 


۴ اگر ۱ | ۵ بتایر (اب) دادیم ای |و [یضی هع< |وایا اعد |و اما اگر 


ه- | ه| آنگاه ه ع و ولی ۱ ۸ ؛پس ۱ |و | درنتیجه رد و 
۴- اگر دا | ۵ د و | ج : آنگاه داریم : 
| | > وزج واه 
۶۱ جب هط 
«رنتیجه | ۱ | | | ؛ بنابراین ادج م . 
۵- اگر ۵ | 6۰۵ | ع » آنگاه دادیم: 


۲ 4 * 2عو.3 جح و 
)ده چب 

وه : 2و د چه | ۵ 
نی وا | چ- 


ید کترین شمار نده مشترك (بزد گترین موم علیه مشتر) 

گریه ط ده عدد صحیح باشند عددی را شمادندهمشتردآنهامی‌گوینداگر ول دمن 
و نجسومه موم طیه‌های مثبت ۵ و وا عبادت است اذ (1(۵ ۸ 0[ ۰ <0[3) و 
چون عدد يك کلیه اعداد صحیح را میشمارد پس عدد ۱ شمارنده مشتراد عبت هردر عدد و و 
می‌باشد. لذا مجموعه شار نده‌های مشتر لا مت 6 درا غبرتهی است. ا گر ج دوا هرددصفر باشنده 
مجموعه شمار نده‌های‌دشتر د مثتآنها نامتناهی می‌شود. لها ا گر حداقل یکی از آنها مخالف‌صفر 
باشد (مثلاه خدع) دداینحا لت شمادنده‌های مشترن مشت 8 ود بایستی کوچکتریا مساوی| | 
باشند. یعنی مجموعه شمادنده‌های مشثرل مثبت ده عدد و د و کراندار ازباناه خواهدبرد عضو 
انتهایاین‌مجموعهدا که وجود داددیزد گترین‌شمارنده مشتر لددوعددج دوا کویند. تعریف بزد گترین 
شمار نده مشترلد دابصودت زیر نیزمیتوان بان نمود. 

تعریف : اگر ج و و درعدد صعیح بوده و حداقل یکیازآنها مخااف صفرباشد» بزدگترین 
شمادنده مشترك این دو عدد که با (نا د ج) نمایش مدهند عبارنست ازعدد طبیمی ‏ بطوریکه : 

الف )8 |0 «حا | ب) اگره|ن‌دط زع آنگاه کی 

۶ یاهر مقسو) علیه 8 و وا مقسوم علیه ل دهر مقسوم علبه 3 مقسوم عیه و و 5 باشد . 
۳۸ 


مثال ۱ شماد نده‌های عثبت ۱۷ -- عبارتنداز: ۰۱ ۰۲ ۰۴:۳ ۶ ۱۲ وشمادنله‌هایشت 
۳۰ عبار تنداز: ۱: و و هن وه و۳ ولذا شمادنده‌های مشترگ مثبتآنها اعداد 
۲۱ هتدکه بزدگترین آنها ۶ می‌باشد » یعنی ۶ (۱۳۰ ۱۷ 

مثال ۲-اگر ط | و آنگاه | ه | س (9 ده). 

زیرا هر مقسوم علیه | 8 | يك مقسوم‌ءلیه مشتركد 3 و وا است حال اگر 6 يك مقسومعلیه 
بشترد 8 و و باشد 68 دیا ۵و » پس هر مقسوم‌هلبه مشترك ج و ها يك مفسوم‌علیه 
" | است » بنابراين ؛ |۵| س(9 و ع). 

تعریف - دوعدد صحیح ع و جآرااسیت بدهم اول گویند» هر گاه۱ - (و وع). 

مفال-اعداد ۴ و٩‏ نسرت بهماواند ذیر! ۱ ->( ۱044۴ دلی ۶و نسبت‌به‌هم ادل‌نیستند چون 
2۳ (۹9۶). 

قضیها گر و وا دوعدد صحیح باشند بطوربکه حداقل یکی‌از آنها صفر نباشد آنگاه‌عدد 

تاو ع(جا دم 

باشد که بت آنبمورتط0 8-4 با 2 ۳316 


های صحیح ۴ وو یافت مشوندبه گوندایکد: 
برهان-فر خی‌می کنیم ۸مجموعهتما اعدا دط: 
نوشت (اعضای مجموعه قردا تر کیبات حطی‌صحیح و مثبت وورامی نامند) . 
( 967 ده رواجم اه وه) ۸ 
۰۵4و ۱ -ز- ‏ |و]|مخالف صفر 


چون‌حد اقل یکی از دو عد دغیرمنفی و] 411-94 ۱۲ 
است پس تبرت و ۸-۳۷ در نتبجه ۵ دارای عضر ابتدا است که آنر! 8 مینامیم. پس اعداد 
صحیح ۲ و 5 وجود دارند بطودیکه ت45 ۲9 - ۰>۵ ۰ (۱) 
حال ثا بت می کنیل بزد گترین شمار نده مشترك 8 و9 است. 
ع دابرا» تقسیمم ی کنیمی بنابر لگوریتم تقسیم اعدادمنحصر بقردل وا یافت میشوند,ماودیکه 
> ۳ 0041 < و 
اگرهحع با توجه‌به(۱) دادیم: (وو - )0 +( - 8)۱ع ولو - 9و هد و - 12۵ 
نی عددرج] که منتاقض باعضو ابتدا بودنل می‌باشد. پس» < | يمنی 08 بهمین تر تیب 
۲ ۱ بننی 1 شمادنده مشترلدودو است. 
حال اگرع | »و و زد نتیجه میشود و ۵+ ۳۵| » نی | پرپس) یک با یعنی[) بزد گشرین 
شماد نده مشتر زد میباشد. 
مثال: ۲۲ (۱-) عد ۴ < (۱۲3۳۲) 
نتایج زیر از قفیه فوق بدستمیاید! 
نقیجه ٩‏ - اگر و و 0 نسبت بهم اول باشند یعنی ۱ب (وا و ع) آنگاه اعسداد صحیع 
۲ و و پگونه‌ای یافت میشرند که : ۱ < 90+ 19 
۳۹ 


فتیجه ۳ بالمکس اگر ۱ و 1و۲ آنگاه ۱ (ن و ع) ذیرا اگر و (واوو) آنگاه 
۵2 د باه(» س ام عنی ۱ ع<م. 

نتیجه ۳- (,0۱367: ۱08-1۲ < ۵ مجموعه‌تماع مضارب.بزدگتر ین شمار نده مشتر اه 
۵ وط می‌باشد. یسی اگرل ‏ (ط ده) : آنگام( 2ع۱: 3۱ ع هر (جرا) 

تقیجه ۱-۴ لم۱فلیدی4 اگرع‌ها | ۵ دا ع(ط دع) ‏ آنگاه ی | و 

پرهان - بنابرنتیجه(۱)» اعداد و و ) یات »یشرند به گونه‌ایکه 04 + ۵5عد ۱ 

پس: امه + وه و 

اماچون وا | » طبق تعریف‌عدد صحیح جوز وجرددازد بطردیکه . ۵و 06 

پس: (۱۱۱جعع)ع )4+۵ ووه عم 

درتیجه 6 |3 ۰ 

نتیحه ۵ - اگر ۵-(9 و ه) د ۵1 عع1 آنگاه ۲0 - (دط د دل) چرا ؟ 

پرهان» فرض کنيم بل < (ط1 ۰ ۲)» طبق فسرض دادیم : 0(2/۵|۲ با 
۸۱۵ ۵۵ پس ,|10 با بل یک 10 (۱) اذطرفی دادیم؛ 

210 (ظ)و + (مم چت ل < او 73 


وچون ,3 دا بزد گترین مقسوم علیه مشترلد یاو دا گرفتیم پس بل تر کیب حطی 168 و داع1 بعنی 
۵ دا می‌شمرد: | ,8 با قعل> ,۵ (۱) ازنقایسه (۱) و (۷) نتیجه می‌شود 160 ,8. 


قضیها گر 0 (ودع)* آنگاژ و تسیت بهم او لند. 
برهان- 
1 - راو 4و جه ل - (ر ,و 
پا توجه به نتیجه ۲: 
ره 


<< دج ادج 


قضیه ه اگر ۱ (9 ده) د ۱ع( و ه) آنگاه ۱ < (90 رع). 
برهان - چونع (طارع)پس۱ - 0و + 6۲۵ > 90 + ۲80دیات > (5)06 + ۲6(2) 
این تساوی تشان میدهد که عقوم علیه مشتراد 2 و 96 عدد ه دا می‌شمادد دلی ۱ (0 وع) 


( 


پس ٩‏ (0ت] و 8). 
مفهوم بزد گثرین شمارنده مشتول‌چند عددصحیح را نیزمی‌توان بطور طیعی تعریف امود 
اما از پحث بیشتر دراین مورد خحودداری مي‌شود. 


۴۰ 


الگوریتم اقلیدسی! 
الگوریتم اقلینسی روشی برای تعبین ب م م دو علداست که می‌توان آن را بعنوان تیه 
وجود ب م م دوعدد » بیان نمود. 
قطیه () لگور تم اقلیدسی) -فرض کید ج و ط دوعدد طبیعی باشد, 
الف) دسته‌هائی از اعداد صحیح غیرمنفی مانند 1 
وجود دارند بعطودیکه : که وه 
کول » عط 


و > ولیک و ۵ ۳ ۱0۵-۱ و1 2 - و 
20 ,م۲ 
ب ) وع بم ۸ اعداد و « 9 است. 
ج) دو علد صحبح ۲ و و وجود دارند بطوریکه : 9+ ۲۵ < و] ع (9 : 8)* 
برهان الف - عدد چ دا بر ح نقسیم می‌کنیم بنابرقضياً تقسیم ,0 د .] وجود داردکه : 
کیک ,+ ,وتا ه (۱) 
اگر هع۲ آنگاه ۵ | ود طع (9 <ه) و اگر »عون باشد فدد تا دا بر ب۲ 
تیم مي‌کنم ۰ علدهای , « بو هست که : 
کتک ۲ وتعط (۲) 
اگر ه ‏ پ۲ باشد بنابر (۱) هرمقسوم علیه مشترثه 3 و وا يك مقسوم علیه مشترل و و 7۲ 
است و با لعکس؛ بنابراین بت (ط و ط) < (9 و ع) . حال اگر هب۲ باشد علد۲ دا بر 
۲۷ تقسیم می کنیم باللتیجه : 
کم که ۲2 (۴) 
بهمبن ترثیب اين عمل دا ادامه ميدهیم بالاخره به مرحله‌ای مبرسیم که باقیما نسله صفر 
می‌شود ذیرا  ....‏ رحی۲ نا و۲ و ,۲ و.... تزولی هستند وحداکثر بعداز 9 مرتبه 
به‌صفر میرسد, فرض کنید ,بپی] ادلین باقیمانده‌ای باشدکه صفر است . 
در اینصورت خواهیم داشت : 
> + ,99 2 )1 
٩‏ - الکوریتم , که از نام کلمةٌ الخوارژمی ( وفات حدود ۲۲۵ هجری شمسی ) دیاشیدا هعروف 
ایرانی گرفته شده است , به مجموعه اعمال متوالي و تررثیبی اطلاقمی گرده که در آن هر عمل از عمل 
قبلی خود به دست ۲هده باشد ( قن محاسبه ) 
۲ بزرگترین مقسوم علیه مشترك . 
۳۱ 


که موه( 


وک ویک ۵ «سو + ۲سولاب وگ بو (ا-ها) 
۱-هل> وک ۰ ۶ و۱ - و1 2 ۲و )0 
م2 هد (اخبم) 
برهان پ- ثابت می کنیم مت (0 و ۵). فرض می‌کنیم 4 - (ه ‏ ۵)چرن ۵۵ د و 
ابر (۱)۱ ) |۵ د بتایر (۰)6 4۲ .۰ باب (م م8 (1) 
از طرف دیگر با بر (۱)» بوتارج و بتایر (ه)» بتارم ۰ ابر (۱) 
9 و1 د بابر (۱) ۵ |ح؟ پس وع يك مقسوم علیه مشتزله دا و 2 است دد نتیجه 8 | ۲۰ 10) 
وباترجهبه ([) د (11) نتبجه مبنود . ووت (9 دج). 
برهات - برای بدست آوددن م و و ابتدا از «ابطه ()؛ ع دا محاسبه می‌کنیمء 
- ۱ سوآ< و ع وا 
دداین تساوی بجای ,و ] مساویش دا از رابطه (۸-۱) قراد میدهیم خو اهیم داشت :ٍ 
0-۱ (و سول :وا < +سوا) - و و۲ < و[ 
وبهمین آرتیب بجای , ,۲ ساویش را از تساوی بالاثر یعتی (۲- ) قراد عواهیم داد 
و عمل دا ادامه بيدهيم تابه ج و دا پرسیم ؛ در ایتصورت و۲ برحسب 2 و ط محاسبه می‌شود و 
بصودت زیر در می‌آید: 
0 +2۲۵ و۲ 
و چون (9 و 8) و است پس حاو + و۲ ع (ط و و) ميشرد. 
مثال : اولا ثابت کنید ۴۳( ۶۰۲ و ۱۰۷۵ ) » ثانیا اعداد صحیح ۲ و و را طودی 
پیداکنید که : ۲5و + ۱۰۷۵۲ ع ۴۳ شود , 
بنابر الگودیتم افلیدمی دادیم : 
۰۱ 2 ۱۰۷۵ (۱) 
2۲۷۳۷۰۱۹ ۶۰۲ (۲) 
۶+ ۰۱۲۹۳ ۴۷۲۲ (۲) 
۴ ۱ ۸۶ 2 ۱۲۹ () 
۲ (۵) 
بابراین ۶۴۳ (۶۰۲ و ۱۰۷۵) 
برای بلاست آوردن ۲ و 5 چنین عمل می کنیم : 
۴۲ 


از رابطه (۴) ۴۳ دا حساب می کنیم ۶۱ ۷۳۰۱۲۹۸۶ 
و از رابله (۳) ۸۶ دا حماب می کنیم و دد (1) قرار ميددهيم. 
۱ (۳ ۱ ۴۷۳) - ۱۲۹ ۴۳ 
ویا: (11) ۳۷۳۱۱ - ۱۲۹۱۲۲ ۷۳ 
دیهمین ترتیب از دابطه(۲) ۱۲۹ داحساب می‌کنیم و در(11) فراد میدهیم. 
۱ 2-۳ ۷ ۷ (۱ ۷ ۲۷۳ - ۰۲ع) ‏ ۷۳ 
وبا (111) ۷۲۷۳ ۴-۵« ۲۳۶۰۲ 
و از دابطه (۱) ۲۷۳ دا حساب ميکنیم و در (]11) قراز ميدهيم. 
(۶۰۲* ۱- ۵)۱۰۷۵ - ۴ ۲و۶ ت۷۳ 
۵ ۵ - 2۱۷۶۰۲ ۲۳ 


 )- ۵( < ۱۰۷۵ + ۲‏ ۷۳ 
درایتصورت (۵ -) ۲۳ و ٩‏ < و است: 


کوچکترین مضرب مشترك 

فرض کتید که چ و وا اعداد صحیحی باشند و و علد صحیحی باشد که ی | و و 13 
در ایتصورت 6 دا مضرب مثترل 2 و وا می‌خوانيم. بدیهی‌است که اگر ۵ یا صفر باشد مضرب 
مشترله آنها صقر خواهد یود بنابراین فرض می‌کنيم ج و ط مخالف صقر باشند. 

فرض می کنیم 5 مجموعة مضریهای مشترك مثبت 8 و دا باشد یعنی : 

( 9۱۰ هه ۰<|)-5 

و5 است زیر 25| ۵ | است دچون 5 زیر مجموعه‌ای از اعداد طبیعی است ازاینرو 
بنابر اصل خوش‌تسرتیبی دارای عضو ابتدا است . بذابر تعریف عضو ابتدای مجموعه 5 عهنی 
مجموعه مضریهای مشترك مثبت اعداد و و ج را کوچکترین مضرب مشترك 0 ٩‏ می‌تاميم 
دیا[ د ه]نمایش مدهيم ۰ تعریف دیگرکوچکتر ین مضرب مشترلد دوعلدرا در زیر بیان مي‌کنيم. 

تعریفت کوچکترین مضرب مشتره دوعدد 8 و 9 ( 8و 9 مخالف صفر) عبارت‌است ازعدد 
صحیح و شت 6 بطودیکه: (الف) ۵|6 و ۵6| (ب) اگر هط و ها و د هط 
آنگاه 90 > ع. 

پمبارت دیگر هر مضرب مشتركك و و وا مضرب م است و هر مضرب 6 مضرب مشترله 
و است. 

تبصره - اگر وج آنگاه ||[ ,و] است. 

۳۳ 


مثال - عضر بهای‌دشتر 


ده بر این ۶6 [۳۵ ۰ ۱۲ ]. 


ثبت دو عدد ۱۲و و۳ عبادتنداز: ۶۵ ۱۳۵ ۱۸۵ .و 


قضیه- ! گر [تادع] ع مور هم‌مضرب مثتر کی برای ۵ و دا باشد آنگاه جوم 

برهان -0۱ دابر ج تقیم می کنیی بنا بر الگوریتم تیم اعداد منصر بفرد و و۲ یافت 
می‌شو ند بگو نه‌ایکد > > ه و دوع 

اگر هرد » جرن ۸8۱ د حع آنگاه وم 3 ینی۵|۳ دبهمین‌تر تیب ۲[ یعنی۲ هم 
مضرب مشترل ج و وا می‌باشد» پس 6 ۲ که متنافض با تعروف م می‌باشد. پس هب ۲ یمنی 
0 ع ۱ با ۰62۱ 

قضیه - برای هر دوعدد صحیح غبرصفر ۵ د وا دادیم: | خ |< (9 د ه) [ د ۵]؛ 

پرهان - در اثبات ابن قضبه بدون اينکه به کلی بودن استدلال لطمه‌ای وارد آید می‌توان 
و و و دا میت در نظر گرفت؛ (چرال) 

فرخی‌می کنیم << (و ,ج) بنابراین "هل 2 و اج و و اگر- ۳ باشد دد ایین 
صودت "اج < "وا < و ینی 6 مضربمشترك و و و است پس‌خاصیت (الف) تعر یف بر قراز است. 

حال فرض می کنیم 2و نیز مضرب و و ج باشد دد اینصودت 


( 0ا< و 1 

و چون 8 بزد گترین مقسوم علیه مشترك ع و ر] است بتابراین 
و۲۵41 <0 
۳ داوم و رو ع (طو )و ع 1۳0 
و با توجه به دابطه (۱) حای( +0۵4 ۳0 
و با لماوع ۳0 
د چون 00 < اج پبس و 0 ۱۱۱۵۳۹۱6 
و یا (او+0عع 2 


یعنی  ۵|50‏ يا 2 ب>ن ینی خاصیت (ب) برفراد است پس 6 کوچکترین مضرب مشترلا 


1 ۳۳ ۳ 
.جح ویا باه ع (ط دم) [ط و ه] با اطه| > (ط, م)[:ع] 


عفهوع کوچکثرین مضرب مثترلد چندعددمحیح دانیزمی‌توان بطورطیهی تعمیم داد. 
قضیه  -‏ |وان جس (۱ ۶ (ط ,ه) 63| ۵۱6۸) 
برهان - دادیم (۱) ,وه د (۲) بوطا و ددتیجه ,وحاع ,و۵ (۰)۳ ۵ طرف چپ 


8 و جا است بنابراین [وا د۵)] < 


(۳) را می‌شمرد پس‌طرف داست د امی‌شمرد وچون با وا ادل‌است پس و دا می‌شمرد ینی ,و | ۵ 
دیا بو و بجای بو دد (۲) فر اد می‌دهیم می‌شود؛ ,وج < 6 یعنی 6|و- 
۴۴ 


اعداد ال 
میدانیم که هرعدد صحیح. ۱ <ج براءداد طبیعی ۱ و ۸4 بخش‌پذ براست. هر گاه این‌اعداد 
تنها شمارنده‌های مثبت عدد ج باشند » و دا اول گویند. 
تعریفی- عدد صحیح ۱ دا عدد اول گسریند اگر نها شمارنده‌های مثت‌آن ۱ دنم 
باشند. 
هر عدد طبیعی مخالف ۱ که اول تباشد دا علد تجزیه پذیر نامند , 
مثال - اعداد ۵۱۳۰۲ و ۷ اول و ٩۰۸۰۶۰۴‏ تجزیه پذیر می‌باشند, 
قضیه - اگر و عدد اول باشد و ۵0 | م آنگاه ه| و با | . 
پرهان - اگر وج آنگاه ۱ (هو ج) (چرا؟) و درنتیجه بتابر لم اتلیدس دا | . 
قهیه س هرعدد طبیعی ۱ عجع؛ حداقل دادای يك‌شمارنده اول‌می باشد. 
پرهان_سمجموعا(و | ۱,۲ <<0:068,,0) دا در نظر میگیریمء اين ذیرمجموعه‌ای از 
اعداد طبیعی است وچون ۱عجه » پنس ج عضوی از آن مجموعه می‌باشد؛ لذا غیر نهی است‌ددد 
نتیجه براساس اصل خوشثر تیبی دارای عضو ایتدا است. این عضو ابتدا دا ظ می‌نامیم و ثابت 
مي کنيم ج اول است . 
اگر و اول نباشدآنگاه تجزیه پذیر است ولذا دادای‌شمارنده مثتی بجز ۱ و و می باشد. 
این شمادنده دا چم می‌ناميم. بتایر (1ب) از قضیه بخش‌پذیری دد ,۱2 0> 0 و بنابه حاصیت 
تعدی بخش پذیری ۰03 یعنی و هم متعلق به مجموعه مورد نظر ما می‌باشد که این با عضو ایندا 
بودن ج تنافض دارد و ددنتیجه و اول می‌شود. 
قطیه بنیاد‌ی حساب ‏ هرعددطبیعی ۱ << 20 وغیر اولر امی توآن به‌صودت بر 8.۰ < 8 
نوشت که دد آن ,00 ...۰ج عددهای اول هستند. به‌عبادت دیگر 0 را میتوان به‌حاصاضرب 
عاملهای اول تجز به نمود. 
پرهان - فرض‌می کنیم ز مجموعه اعدادطیعی غیرادل باشد که بزر گتر از ۱ بوده و نتران 
آنهارا بهعوامل اول تجزیه نمود. باید ثابتکنیم که جع )هر گاه ر ۰( ع عز»درنتیجد 


لعدداو ی 


داد ای‌عضو ابتدا مانند ع می باشد . بنا بدتعریف 26 : اججع و ددنتیجه بنا بر قض 
مانند و یافت می‌شوده بگونه‌ایکه 2 | ۵. فرض می کنیم اج < ۵ ؛ چون ۱ << درنتیجه > 
با براین #26 یعنی دا دا میتران به‌عو امل‌اول تجزیه‌نمود. برای‌ال ,0..,ن < جا و ددنتیجه 
۳0,۰ < ۵ ۰ یعنی و بهعوامل اول تجزیه مسی‌شود که با فرض>(عج متتاقض است . 
ابر این < ۰ 
تبصره وت شکل باو..مپ ۳ ع ج دا تجز به‌به خاملهای‌اول » فجن ,و..-درن داعاملهای 
اول عددور می‌نامیم, در حالت کلی یكعاملاول ممکن است بیشازیکبار ظاهر شود برای مثال: 
۴۵ 


۷۳ ۲ - ۱۲ که اگر عاملهای تکراری داکنادهم نرشته و ازتوان امتفاده شودآنرامی‌توان 
بصورت ۳۱ ۲۱ دوشت. 


بعلر کلی هرعدد طبیمی ج را می‌توان به‌شکل زیر تجز به کرد: 
و هه 
۷ ۷ 
0 
که در آن ,0 ۰ بع ۰ ... برج اعداد اول متفاوت دیوط ها اعداد صحبح غیر منفی خواهند بود. 
مثال- ۵۱ > ۳۲ ۲۶ ۰ ۰۲۳۲ 


تبصره۲ - اگر ۱ تج عددصحیح‌فی باشد و مثیت‌خو اهد بود با براین‌طبنبصره 


۱ می‌توان فوشت: ۵ ۳ 
۴ ۲ 7-12 
پا لب ِ" 8 
7 <8 
وبطود کلی بر ای هرعدد صحیح غیر صفرو: میتو ان‌توشت: 0 
1 
۲ ۳۱ 2 ۴ 1۱ 


که ددآذیرج ها اعداد ارلتفارت ویروها اعدادصحیح‌غیر متفی می‌باشند(۱ عد 0) بحث‌اعداه 
اول یکی از مباحث اصلی نظرید اعداد است وکار بردهاپی‌هم ددعسائل دیگردیاضی داردکه 
ارائه آنها اژحدود اين کتاب خارج است. 
قضیه - مجموعةٌ اعداد اول نامتتاهی است. 
پرهان - فرض کنیم ,۰0 0.۰۰۰49 اعد اد اول‌باشند و گفتد شود که اعداد اول فقط این هاست 
ثابت مي کنیم که عدد اولی غیراذ اينها تبز هجرد دادد. برای این منظور حاصلضرب این اعداد 
اول دا 0 می‌نامیم 
(9)2۴9۰۰د 2۲ ,۲) مار ۱ 
به طرفین این تسادی عدد ۱ دا اضافه می‌کنیم 
او ۲۱۱۰۰ 26 بو > ۱ ۳٩‏ 
۲۱ دارای عامل اولی‌غیراز ,۰*0 ۰۰۰ ,۲ است ذیر اه اگر این عامل اول یکی ازعاملهای 
2 باشدء آنگاه ۳ دا می‌شمرد: ۳+۱ دا هم که می‌شمرد نذا تفاضل ۲٩۱‏ از ۳ نی ۱ دا 
می‌شمرد و این نشدنی است. 
- اگر ۱ << و عدد صحیح غیر اول باشد آنگاه عدد اولی مانند چ وجود دارد که: 
« ,که 
پرهان - چون و اول نیست اعداد صحیح مثبت 8 و وا دجود دادند بطردیکه: 
اوعد > 0ک۲>۵ 
بنابراين اه < حاهع< و دیا و < 1۵؟ فرض می کنیم ج عددی اول باشد که ع|ج دداینه‌ورت 


۴۶ 


جرج و درنتیجه > و یک ور خراهد بود. 

نتیجه - از قضیه فوق برای ابنکه تحثیق کنیم عدد صحیح :1 که ۱ << و اول است یا نه 
کافی‌است تحقین کنیم که و براعداد اول و که ج/ا> و است بخش‌پذیر است یا نه و باین‌تر تیب 
تا حد ژیادی تعیین اينکه عددی اول است یا نه آسانترمی‌شرد. 

مثال - آیا عدد ۲۷۱ < و اول است؟ می‌دانيم ۱۷ > ۷۳۷۲ > ۱۶ « بنابراین يا ۲۷۱ 
ادل است یبا عدد اولی مانند ج که ۱۶ > وز باشد وجود دادد که 0|۲۷۱ بنا براین کافی است 
بخش‌پذیری ۲۷۱ دا بر اعداد ۰۷ ۰۳ ۰۵ ۱۱۰۷ و ۱۳تحقیق کنیم که درمورد۱ ۲۷ملاحظه‌می‌شود 
۱ اول است. 


تبصره ؛ غربال اداتستن با استفاده از همین دوش بدست آمده است. 


قمربن 
اس ثابت کنید 
و۱۴۵۱ | وزج ۱ ۵۲۵ + ناو چت واه ؛ "و | "وج او 
۲- ثابت کنید هرعدد فرد دا می‌توان به‌یکی ازصودتهای ۰۴-۱ ۴4-۳ ومربع آن را 
به صورت ۸-1-۱ نوشت. 

۳- ثایت کنید (۵ ,ط) ,ه) ع (۵ ,(۵ ,۰4۵ 
۴ || [(ط ,ع) بقع ([ط ,] ,ق). 
۵- اه ۲ وج آه| ۱۶ گروط دح فر دباشند آنگاه "وه | ۲ - و گص۸ 
اگر وا < بو یرون آنگاه ثا بت کنید: (وا ,ه) ‏ (وو+ و و ور رم 
۷ ثابت کنید: ۳۲4-۲۱۰۱۵۲۴۳-۱ 
۸- اگر ع و ظ دوعدد صحیح‌باشند که حداقل یکی اذ آنها صقر نباشد ؛ ثایت کنید: 

(«ا -وو- ) ل(وا - وع) ع< (ناوع ) < (نادم) 
-٩‏ ثابت کنید, هر گاء ۱ ۰ (طاده) « ۵ |ع .آنگاء ۱ > (دادع), 

۳ ۵ _ تا , 8 

۰-اگر لد (ندع) د ۵| ال آنگاه :3 ‌ 6 
۱ ثابت کنید: 3ب (و ,ه) چه 0 (۷ ,)۰ (12۰) 
۴ ار دراوم عددهای صحیح باشند ثا بت کنید: 

۱ (0 دا و اعد( رع) چد ۱ <(ه داه) 
۳ اگر ۱ (طوج)۰ تابت کنبد: 
الف) برای‌هر 6(۷ ۰ ۱ <(تا د *ه). 


ب) بر ای‌هر لاکجویو » ۱ ع (صرا و ۵۳)- 
وف 


۴ ثابت کنید : 
۱ <(0+وده) جه ۱ع(9 دم) 
۵ ثابت‌کنید اگر دو عدد نسبت بهم اول باشند حاصاضرب و مجموع آنها نیز نسبت 
بهم او لند. 
۶- ثابت‌کنید اگر و و دا نسیت بهم اول‌با شند حاصلضرب و تفاضلآنها نیز نسبت بهم او لند, 
۷ بزر گترین شمادانده مشترث دو عدد ۷۲ و عدد بزد گتر ۸۶۴ می‌باشد؛ معلویست 
تعیین عدد کوچکتر. (دد [(| حساب کنید) 
۸ حاصلضرب دوعدد ,۶۲۸ و بزر گترین شمادنده‌مشتر کشان و است. آنها چه‌اعدادی 
می‌توانند باشند؟ (هد ۱3 حساب کنید) 
٩‏ بزد گترین شمارانده مشتر لد دوعددق۱ و کوچکتر ین مضرب مشنرل آنها ٩۰‏ می باشد. 
آنها چه‌اعدادی‌می توانندباشند؟ (دد | حسابکنید) 
۷۰ مطلو بست تعیین دو عدد کدد مجموعشان ۲۶ و کرچکترین مضرب مشتر کشان» 
۱۵ باشد. 
۱- ابت کنید "ل < (" ,*) جه 0 ع(ظ ,۵)- 
۲- ثا بت کنید | ج جح وا |2۳ 
۳- ثابت کنید اگر 6 | آنگاه (9 و د) -(9 و 6+ ۵). 
۴ ثاب تکنید دوعددد ٩+۷‏ و ۲ وخ بازای جمیع مقادیر ۵ فیت‌بهم او لشد. 


۷۵- ثابت کنید که‌دوعدد ۳ و و 0۲-۴0۲۱ یانسیت بهم او لند یا برد گترین شماز نده 
مشترلد آنها ۲است. 
۷۶ ثابت کنید هرعدد اول‌غیر از ۳٩۲‏ مضربیازء است بعلاوه پاعنهای يك. 


۷- اگرع و دا ون دوبدونست بهم ادل باشند. ابت کنید. 
۰-۱ (200 و موه -واع) 


۸- لابت کنید : 
ماع (طه ۰ قصه] جع ومع [ط ۰ 3] -الف 
07[ ,۵۳] جه نع[ ,۵] سب 
هه‌دهشتی 


دداین #سمت عفهوم همنهشتی؛ همراه باچنلمثال بیان خواهد شد. 
مثال ٩‏ - کلاسی ۴۸ شا گرد دازد روذی سلم تصمیم میگیرد برای جایزه دانش آموزان 
بدترتیب دفتر کلاس؛ ب‌نثراول سیب. بدنفر دوخ پرتقال و بهتفرسوع انار بدهد و عمل توزیم زا 


1۳۸ 


به‌همین ترتیب تکرار کند. یمنی به‌نفر چهار )سیب بهنفرپنجم پرتقال و به‌نفر ششم اناد یدهد و... 
دداینمثال ملاحظه می کنیم که: 
الف مجموعد شماده دانش آموژانی که سیب به نها میرسد عبارست از: 
(۱۱۳۱۱۶۱۱۹۱۲۲۱۲۵۱۲۸۱۳۱,۳۴,۳۷۱۲۰۱۴۳۱۴۶ ۱۱۴۱۷۱۱۵ رش 
ب. مجموعه شماره داش آموزانی کدپر تقال بهآنها ميرسد عبار تست‌از: 
( ۰۳۸۲۴۱۸۴۴۱۴۷ ۹,۳۲۱۳۵ ۱۲۹۱۲۳۱۲۶۱۲ ۲۱۵,۸,۱۱۱۱۷۱۱۷) > 
اج مجموعه شماده دانش آموذانی که انار بهآنها مپرسد عبار تست اژ: 
(۱۳۳,۱۳۶,۳۹,۷۲,۷۵,۲۸ ۱۱۸۱۲۱۱۲۷۰۳۲۷۱۳۰ ۱۲,۱۵, ۳,۶۰۸ ۸ 


سس 22 :۸۱۲۱۵۱۶۸۱۲۱۵ ,۸۱۲۱۸ 
ها گریثر مجموعه‌شماره‌های تمام شا گردان این کلاس باشد خواهیم‌داشت. 
۵,۸۵۴ اه عم 


وب اگر جر و و دوعدد دلخراه متعلق به يکي از مجموعه‌های ,۸ : پیش عساب۸ باشنده 
خواهيم داشت: ۳ ع و یج که دد آن ,1667: 

همکن است تا بحال حلم‌ژده باشید که عدد ۳دراین مثال ناش مهمی داند- 

مثال « - يك کلاس ۶۲نفری براي يك‌اردوی ۴۲روزه بهخارح شهر میروند. مربی از دو 
بامو افقت دانش آموذان قر ارمیگذارد که به‌تر تیب دفتر کلاس؛ هرروزيك تفر مآمور انتظامات باشد. 
هر گاه مأموریت نفراول دوزشنبه» نفردوم دوز یکشنبه, نفر سوم دوز دوشنبه ...۰ دنرهفتم دوز 
جمعه باشد داین‌عمل به‌همین ترتیب ادامه پیدا کند؛ به‌پرسشهای زیر پاسخ دهید: 

بدنفرات باشماده‌های ۲۳,۱۳ ,۲۱,۲۷ چمروزی آذهفته توبت خواهدزسید؟ 

مجموعه شماده افراد ی که نویت‌آنها دوژهای شبه‌است دابا ۸ نشان دهیدو آنر | مشخص 
آمایید. مجموعه شمادة افرادی که نو بتآنهاروزهای یکثنبه است دا با پر نشان دهد و آنرا 
مشخص نما ئیده ...۰ 

مجموعه شار؛ افرادی که نوبت آنها دوذهای جمعه است دا با بش نشان دهید و آنرا 
عشخص نمائید. 

آیا مجموعه‌های ,۸ د ۵ و..د ,۸ عضومتر کی دادند؟ 

باقیمانده‌های تفسیم هر دوعدد دلخواه متعان به‌یکی ازمجموعه‌های ,ی د ۵ د ... دررظر 
برچه عددی باهم برابرند؟ 

تفاضل هردوعدد دلخواه دتعلق به‌یکی از مجموعدهای ,۸ د ۸۵ د .9 پیش مضرب چه 
عددی است؟ 

چه‌عددی دداین‌ثال نقش‌مهم رابازی میکند؟ 

۹ 


دراین دوهءثال هريك|زمجموعه‌های بدست‌آمده رايك دسته همنهختی وهريك از اعداد ۳ 
د۷دا «پیعانهه: «سنج»ا «میزان» همنهشتی منامند. هر دوعدد متعلق به‌يك‌دسته همنهشتی‌دادای این 
خماصیت است که تفاضل آنهامضر بی است ازپیمانه» به‌عبادت دیگر؛ تفاضل‌هر دوعده متعا‌به‌يك 
دسته همنهشتی برعدد پیمانه بخش‌پذیراست. 

هر دوعدد دا که دريك‌دسته همنهشتی باشند اسبت به‌پیمانه هملهشت نامند. 

اينك باتوجه به‌طا لب بالا به‌تعرین دقیق همنهشتی می‌پرداذیم: 

تفریفی -فرض کنیم ۲:0 يك‌عدد طبرمي باشد» دوعدد صحیح 0و[ دا: به پیما نون همنهشت 
گویند هر گاه وا ی مضرب1 باشد؛ ینی وا 8 برووز بخش پذیر باشد. 

همنهشت‌بودن دوعدد ع و و به‌پیمانه 00 دابه‌سورت‌های زیر نمایش میدعند: 

(یسانج)ر جده دیا اه 

و میخوانند 2 همتهشت با و است به‌پیما ند با سنج«00» 

مثال : (پیمانه۱۶)۶ ۳۴2 ذیرا 2۱۸ ۳۲-۱۶ برع بخش پذیراست. 

(پیمانه ۶) ۷ ده ذیرا ۱۲س ح ۷- بر برو بخش‌پذیر است. 

(یمانه ۷) ۵۴2۱۹ ۰ ذیرا ۵۷-۱۹۳۵ بر ۷ بخش‌پذیر است. 

دلی 
(ییمانه ۶) ۵ج بر ذیرا ۳ ع< ۵ سم بر ۶ بخش‌پذیر نیست. 


(ییمانه ۳) ۸ ۳3۵ ۰ زیرا ۵ ع< ,۸ ۲ بر ۳ بخش‌پذیر نیست. 


(نو جه کنید نقیفی (پیمانه )ناج دا چنین می‌لویمند: .. زییمانه 10)طوی) 
همنهشتید؛ میتو ان يك‌رابطه درمجموعه اعداد صحیح به‌شکل ذیر دانست: 
((پیماندی)ناعدج , 2عداده : (نابع)) ع با 
حال شان میدهیم: 


قضیه؛ همنهشتی به‌پیمانه رو : یلگ ابیله هم‌ارزی است. 


برهان 
۱- خاصیت انعکاسی -برای هر عدد صحیح ۵ دار یم: 8-0 
بس: (پیمانه )۵ ۰:۵ ۷۵6۶ 


۲- خاصیت نقارفی - اگر (پبماند وود جتتین » آنگاه عدد صحیح > بسافت می‌شود به 
آگرنهایکه :وط و - . از ضرب طرفین این نساوی در (۱س) خواهیم داشت: 
(1-)0 <ه-9 ۰ یی 9-۵ |20 درنتیجه : (پیمانه ه) و 
۳ خاصیت تعدی-هر گاه ج و وا و م سعدد صحیح دلخواه باشند بدلوریکه : 
(یمانه )مجح و (یمانه ملاعو 
۵۰ 


آنگاه اهداد صحیح ,ع « 1 یافت میشوند بد گونه‌ایکه: 
9-02 و بل طسو 


ازجمع طر فین این دوتسادی نتیجه می‌شود: 


ع )هد 
که ددآن ال با[ يك‌عدد صحیح است. درنترجه (یمانه )اند و 
بتابر قشیه وق دابجله همنهشتی به‌پیمانه وج » مجموعة ی دا بددسته‌های هم‌ارزی افر از 


مي کند. 
مجموعتة تماع دسته‌دای همنهشت به‌یمانه ۱ج دا با( /7یای7 و مجموعُ تمام اعداد 
صحیح که با و همنهشت بهپیمانه جوز هستند را با [ه] با 2 نمایش میدهند.. 


[2] بلدسته هم‌ارذی و و نماینده این دسته میباشد, 
۱ گر دا عضو دیگسری از دسته هم‌ادزی [ج] باشده دادیم [و] < [3] و بطور کلی میتوان 


تا بت کره: (یماته ج) ادن جه [0ا]ع< (2] 
مثلا درهمتهشتی به‌پیمانه ۶ دادیم: ۰۰ [۳-]-< [۳] < [۱۵] 
.۱[<]۱۳[<۰] <[۵ -] 
مثال ٩-دابطه‏ عمنهشتی به‌یمانه ۳ مجموعه ج دا ببه‌صه دسته همنهنتی (هم اددی) ذیر 
افر اژ می کند. 


7 <[ه] ج [ ۴ ]جح [ وس ] چ .. 
۱۴,۷ ۲ و دبع [1] <[ ۲ ] < [۵ <] <.. 
(۸ ۱۲۵ اس سدع [۲] ع[ ۱ ]|[ ۲-]< .. 


و مجموعة تما دسته‌های همنهشتی برابر است‌با ([۱[.]۳],(ه])عمق 

مثال ۲- دا بعاه همنهشتی به‌پیمانه ۷ مجموعه ,7 دا به‌دسته‌های همنهشتیذیر اف ازمیکند: 

,۷۵۷۱۴ ۱۴ ).۰ [۷] ع [ه] > [۷- ] < ... 

ع [۱[<]۸]< [ ۶  ]‏ ... 
[4]--[۲] <[۵ -] 
۴۳۱۵۱۷ وس ).۰ [۱۵] ع [۳] < [ ۴ ] سر ... 
۱۱۱۸/۰۸ ۳,۷ وس ری ) ع ...ع< [۱۱ ]ع< [۴) 2 [ ۳ -  ]‏ ... 
۲۵۱۲۱۹ اس ی ) جع [۱۳]ع [۵)ص ال ۲ ]چ 
۲۵ ۱۱۴ ات )6 5 .2 [ ۱۳ | << [۶] عص[ ۱ ] جد .مه 


۱۸۱۵ ۱۳ اه 


۱۲ ۵۲4۱۶ 


۵۱ 


و مجموعةً تمام این‌دسته‌ها عبارتست اد (۶1],(ها,(۲(,]۳(,]۴) (0[,]۱)ع ره 
اکرچه دردسته‌های همنهشنی هرعدد از ياك‌دستد همنهنتی میتواند نمایندغآن دسته انتخاب 
شود ولی مدمولاکسورچکترین عدد صحیح غیرمنفی متعلق به‌هردسته همتهثتی دا به‌عنوان نماینده 
انتخاب میکنند. 
توجه: با به‌تعریف از (پیمانه 0 )ر ع< و نتیجه میشود دا - ومصرب 1 است. یدنی عدد 
صحیح »| موجود است بطودیکه ور > وا و یا ماج + وا ج. یعنی‌تمام اعداد صحبحی که 
با و به‌پیمانه (۱ دمنهشتند با افزودن مضربي او بررا بدست می‌آیند. بنابراین؛ 
(0۷۷۵2 +1 -[0] 
مثال : مجموت+ تما اعداد صحیح که به‌پیما نه ۷ یا عدد ۴ هحنهشتند صار تست از؛ 
۷٩ ۷۷:۲۵( ۰۰ ۱۵ ۴,۴۱۱,۱۸۵,‏ <[۲] 
یاتوجه بهآنچه گفته شد گز اره‌های ذیر همگی معادلند. 
ج بدپیماانه 10 بان همتهشت است . 
-وورا به‌پیمانه (] همتهشت هستنل , 
+ (یمانه 0۱) را و 
[9]< [و] 
- دنا در يك دسته همنهشتی به‌پیما نه00 قراد دارند. 
سیاع مضریی است انوو. 
وا 108 
قضیه - شرط لازم وکافی برایآنکه (وور)و جع آنست که بافیمانده‌های تقسیم و و ج بر جر 
ساوی باشند. ‏ 
شرط لازم- دادیم: 
(م) 0ع<ه 
( میک محط,وطرعه 
( سک که ,معط 
ثابت می کنيم ع ع بجه دد تسادی (۱) « (۷) دا اذهم کم می‌کنیم 
)1۲( - ,)نع - و 
دی (۳) حاعدو پس و۳ < را - و.لذا: 
را +( - بو ع ود 
2۲ (,و ,و0 )20 
چون ۲0 طرف چپ را می‌شمرد پس طرف راست می‌شمرد یعنی ,۲ - ,ع و و حال آنکه طبق 


۵ 


(۱) د (۲) 20 کپ -,ه ‏ این ممکن نیست مگر آنکه و ع طسو یی بط ر۳ه 
شرط کافی » دادیم: 
که ده 
(۲) ۲ کیک بمووعه 
می‌خواهيم ثابت کنیم (حت) اعد ه: (۱) د (۲) دا اذهم کم می کنیم 
ات 
که این خود بمفهوع (ط)راعدم. 


همنهشتی و دابطٌ تمادی 
میدانید که رابله تساوی ددمجموعه اعداد دادای خواص‌زیر است. 
۱- اذوا <ع نتیجه میشود» برای هر ۲0.6 و و ما < 20 
۲-از ع اعد ع+4 و با 96 < 90 (هعدم) نیجه میشود و ع< و 
۴ب از وا < وول > ننیچه میشود 04-0 م اد ودله دود 
قضیه‌های زیر نشان میدهند که رابطلةً #متهشتی نیز داداي خراص مشابهی در 2 است 
قشیه_ الف - اگر (پیمانه )و دی آنگاه برای هرعدد صحیح م داریم: 
و 
ب - اگر(ییمانمج) عادو آنگاه (پیسانمس) ادج 
جب اگر (یما نفج)ط دح وزیمانمی)لح آنگاه 
(ییمانه‌ج) 4ج ع<ع + وو( یم نه)00 مر 
د هر گاه (پیما کج )دا ک ود..- ‏ (یمانع) رواک رو آنگاه: 
(پمانه هام واج . پطا ها ود و رو 
(پیانه ج) وا امه ۵ 
برهان -ببهده دانش آموژان است. 
مثال ٩-میدانیم‏ (پیمانه ۴)۳ع< ۷ با برلین: 
(پیمانه۳) ۲ ۲۷۷۰+ ۷و(ییمانه ۲0۳ ۷ ع< 
یش (یماند۳) ۶ ع< و(پیمانه۲) ۲ 
عثال ۲ -ميدانيم(پیمانه  )۷‏ - سح ۰ ۲ و(پیمانه۷) ۴ عد ه ۱ .بت براین: 


(پیمانه ۷) - ۴ - ده و۷۰ و(ییمانه۷) رو کر (۷ )۱۰2 ۲۰ 
یی (پیمانه۷) ۱۲ - ع ه ۳و (پیمانه۲)۷ 2۳ ۲۰۰ 


نتیجه مر گاه(ییمانمی )نا عدی آنگاه برای هر ۱ زره (یمانه‌ی)"اعدحو 
پرهان -بااستفاده از (د) قضبه‌فوق صحت تتیجه براحتی مشاهده ميشود. 
پس اگر ج باقیمانده تقیم عدد ج برعدد رو باشد آنگاه دادیم (پیمانه هط) 8۶ جرا 
و از آنیا (یمانه ج) "جع و 
مثال سمطلو بست باقیمانده "۲۳ بر ۱۷ 
حل:از ۱۶‏ ۲۴ و(پیمانه۱)۱۷- ۱۶ تتیجه مبشود(پیما ه۱)۱۷- ۲۴2 اما 
(پیمانه۱۷) ۱(۲-)عد ۲۲(۲)»بنی( پیمان*۱۷) ۱- ۲۲2 
از طرف دیگر دادیم (پیماه۲)۱۷ ۲۲۲ ودر تتیجه دادیم. 
(پنماته ۱۷) ۴ ۷ ((۱-) ۲۷ ۲۲۸ ۲۳ 
اما (پیمانه۱۳)۱۷ ۴2 - + پس (پیمانه۱۷) ۱۳ج ۰۷۳ 
یعنی باقیمانده ۲۲ بر ۱۷ عدد۱۳ میباشد. 
با استفاده از همنهشتی و خراص آن باقیمانده تقسبم اعداد بزرگث بريك عدد کوچك را 
براحتی مپتوان پیدا نمود . 
بعنوان مثال چند نمونه مهم دا ذکر میکنیم: 
قاعدة پیداکردن باقیمانده تقسیم برج و + 
قرض‌میکنیم» ر8,8.-و3 عد که در آن حروف ۰..,۵,,8 ,وج به‌جای ارقام صفر تا ٩‏ 
به کان دفته‌انده نمایش يك عدد طبیعی در مبنای ۰ ۱ باشد. میدانیم این‌عدد برایر است با: 
۱۵ ,و۱۵۵۱ .و۱024 ( رو ۸ 
چون (یمانهو) ۱<ه۱ د (پیمانه ۴) ۱ع<ه۱ پس برای هر ۱2 


(پیمانه ۱)۳‏ ۱۰۲و (پسانهه) ۱۰۱ 


درد در 
1 (یما )م۱ ب ی وس۱ 6ب و۱ 6 موس 
3 (پیمانه؟), ره .وق و۸ 
3 همین تر تیب 
(پیسانه ) ق روموت ۸ 
پسباقیمانه‌های ۸۵ ۵ ۵ ,۲۰۰-۲8 یو وج مر 9(با۳) برابرند._یعتی بتر تیب‌باقیما نده 
نقسیم یکمدد طبیعی بر ٩‏ (یا۳) برابر است بابافپمانده مجموع ارقاع آن عددبر 4 (یا۳). 
قاعده پیداکردن باقیمانده تقسیم یكعدد بر ۱۱ 
فرض‌می کنيم ,3,3 و3 -: ۸ نمایش یلك عدد طبیمی ددهبناي ۰ باشد یعنی: 
۱۵۳۱8 وق( ۱۵۲ < بو ع ۸ 
رز 


اماچون (پیما نه۱)۱۱- ده ۱ بنابراين برای هرئی ۰ (پیمانه۱ ۱()۱-)عد ۲و۱ 
بعنی اگر ع زوج باشد(پیمانه ۱)۱۱ حح ۴ ۱و اگر فرد باشد (پیمانه 2-۱۷۱۱ ۱۵ 

پشس 
(پیمانه ۱۱) ۱ تب کپ (۱ )۳ بط 8 زر 


ِ 


(پیمانه۱ ۱(۳)۱ )موس رو رارق ۸ 
یمنی هر گاه مکان ادقاع ۸ رااژ داست به‌چپ به نوبت زدج دفرد بگیريم آنگاه میتوان گفت: 
بافی‌انده تقسیم يك عدد طیعی بر ۱۱ برایر است باباقیمانده عددی که از مجمو عادقا) مکانهای 
زوح منهای مجمو ع ادفام مکانهای فرد آن عدد ب‌دست می‌آید. 
قاعدط به بست آوردن باقیمانده يك‌عدد بر ۳ ۰ ۵ ۱۰۸ 
هر گام ۵و وق ع ظر يك عدد طبیعی درمینای ۱۰ باشد» دادیم: 
م۱۵ و۱۵۵۱ 6 و وق ۱9۳ 26 ورق عت بش 
۳ 
پس:.. (ییمانه ۵) رو عد ۸ و (پیمانه۲) و عح هد (یمانه ۱۰ ,و ع ظ 
یننی: بافیمانده تقمیي‌ثبره ۱ برابر است بارقم سمت‌د است رو باقیمانده تفسیم بر ۵یا 
به‌تر تیب برابر است بابافیمانده تفسیم رقم سمت‌داست بر ۵یا ۷. 
مثال وسرلم سمت داست‌عدد٩٩‏ رایدست آورید. 
حل- طبق آزچه دربالا گفته شد . دقم سمت داست هرعدد بر براست‌با باقیماندة تیم آن 


عددبره ۱ » بنابراین بایستی باقیمانده تقسیم ٩٩‏ دابره۱ بدست آودد. چون 


(یمانه ۰ ۱)۱ سس 2 * وج (پیمانهه ۱)۱ (۱ - ) د ۱٩ج‏ (پیمانه !)اس جد 
اماء (پیمانهه ۱) 26٩‏ ۱- 
پس: (یبمانهه۱) 4۱ 


پنی‌عدد*٩‏ به رقم٩‏ خنم میشود. 
مثال۲ سثابت کنید ۱ ۱۳ بره ۱ بخش‌پذیر است. 
حل-با ترجه به‌شال۱ دادیم: 
(یمانهه ۱)۱ع< (ییمانهه۱) (۱-) (۱ ]۱۷۹ ٩۳‏ 
یی (یمانهه۱) ۱عد ٩۱۳‏ و لذا بنابر تعریف همنهشتی عدد صنحیحی مانند م[ وجودارد 
بعلودیکه]ه ۱ ج ۱ س؟۱٩‏ > یعنی ٩۱۳ -- ٩‏ بر ۱۵ بخش‌پذیر است ۰ 


۹ ۰ 
مثال ۷ رقم سمت داست عدولا۹ * را پدست‌آودید ۱ 
ده 


حل طبق‌ثال ۱ دادیم: 
(پیمانه۱۰) 2٩‏ 
ولذا طبق تعرین همنهختی مددصحیحی مانند یافت میشودبه گونه‌ایکه 
4-٩‏ ویا ]۱۰ عدو. نا براین: 
۲ 
مر مساو )وه 


در نتیجه: 

۰ ٩ 
(پیمانهه () 4 () حچس (ییمانهه ۱ )۱۳۱۹ بت (2 وس س‌‎ 
نتم میشود.‎ ٩ پعتی عدد 4 ۹ به‎ 


تقیم طرفین يشرااطه همنهشتی برعدد طبیعیه 
هر گاه (پیمان‌جد) واعدی.آنگاه برای هرعددصحیعع» (بیمانعم) 0حاعدم8. 


اماعکس این مطلب‌همواره صحیع نیست؛ بطودمتال: 
(ییمانه۶) ۲۱ 2 ۳۳ 


ولی ۱۳۳ 
( پیما نه وت 
اما ففیه زیر دداين مررور وشن کننده است:ٍ 
قضیهدررا بطه عنهشی (پسانعیما و دادیم: ۳۳ 
(یماه ه) اعد 


که ددآن(ی عص) < 0. 
برهان - ازفرض تیجه‌میشود که عدد صحیح ‏ یافت میشود به گونه‌ایکد: 


۶ 0۵ - و۵ 


: اج ع و(ه -) 
اگر طرفین این نساوی دا بر (096)ت [) تفیم کنیم. حواهیم داشت: 

#ش ح گ (-ه) 

8, 

نی عدد صحبح بل مددژ(ن و) دا مي‌شمرد. اما میدانیم ری 4 ۳1 

تن 

پس تناها 

بعنی ( انس )اه 


۶ 


مثال - از (پیمانه ۶) ۸۲ نتبجه می‌شود (پیمانه ۳) ۴2۱. 
قضیا - هیچ دو عضوق ۱( مجموعة (۱ - ۰۳۰۰۰۰:10 ۰۷ ۰۱ 0) < > به پیمانه 10 ۵( 7 
همنهشت نیستند. (0] یکعدد طیعی است) 
پرهان - طبقفرض » اگر 6(ع9 وه و اه آنگاه > که د > > ه در 
تتیچه 20 > -2 > هچرا ؟؛ بنابراین 2-0 مضرب 20 نمست , یعنی برای هر ,1622 ؛ 
کات ها - و و با (سنج‌م ها و . 
نتیجه ۱- طبل فضیه فوق » درهمنهشتی به‌پیمانه 100 در ,2 : دسته‌های؛ 
[۷[]۱[»]۰]؛ ... :[۱ -10] دوبهدو متمايزند. پمنی حدافل 20 دسته همنهشتی داریم. 
تتیجا ۲ - هرعدد صحیح ج ننها بایکی از اعضاه مجموعه (۱ 1 ,۰۰۰ ,۱,۲ ,0) 6 
همنهشت است: ذیرا طبق قضیه تفسیم داریم: 
ی (یمانه ) موجه 4و دوه 
بناپر اين تعداد دسته‌های همنهشتی به‌پیمانه 100 درست برایر 10 است, 
غمانطور که دیدید» ما مجموعهٌ این‌دسته‌ها را به‌م2 نمایش می‌دهيم : 


(ز۱-ه) .۰۱۱۰ )مت 
وعضوهای این مجموعهرا درحالتکلی به [2]» [5[»...۰]5] ۶ [] نشان می‌دهیم. 


دسته کامل مانده‌ها - تعریف د مجموعه‌ای از عددهای دزست: 
لت و او 2 

« يك دسته‌ي کامل مانده‌ها ددهمنهشتی بهپیمانه 10 می‌نامیم » ددصوزتیکه هریلك از عضوهای 

6 بلد عضو از يلك دسته‌ی همنهشتی به پیما نه 20 باشد, جمبادت دیگر ار عا اذ هر دسته «ءنهختی 


به پیما نه 10 یلك نماینده اتتخاب کنم عجموعه متشکل از این نمابنده‌ها یلك دسته‌ی 6احل عانده‌ها 


دز هینهشتی به پپما نه 1 امست. 
مثال - طبتی آنچه قبلاآدیدید؛مجموعة : 
(۱ ...۲و اره)عات 
يك دسته‌ی کامل مانده‌ها درهمنهشتی به‌پیمانه 10 است. 
روشن است‌که اکر جع را بدهريك از اهضای 2) بیفزائیم : مجموفه‌ی حاصل » بعنی: 
(۱ ۱:۲۵ :۳0] 


نیز يك‌دسته‌ی کامل مانده‌ها دراین همنهشتی است, 
مثلا" برای و س ۲ » هريك ازمجموعه‌های: 
(ا سر رو ناقهد (0:۱:۲] 
۱ ۵۲ 


يك دسته‌ی کامل دا نه‌ها درهمنهشتی به‌پیمانه ۵ است. 

در حاات کلی» قضیه زیر ددموزد دستهٌ کامل مانده‌ها وجود دارد. 

قنیه فرضی‌کنيم 212 ۰ شرط لام دکافی برای آنکه مجموعهی » 

۸ ۵.۵ 

از عددهای درست + ی دستهی‌کاءل مانده‌ها دد هملهشتی به‌پیما نه 00 باشد آنست‌که هیچ درعضو 
به‌پیمانه 10 همنهشت نباشند. (بنوان تمرین این 

اقضیه._- فرخی‌کنیمآ[ع 170و ]21 دوعدد درستد 8 بت به 1۳70 ول با شندا گر[ یر ..ب66) 6 
پل دسته‌ی کاءل مانده‌ها بعپیمانه 0] باشد + آنگاه محموعه زیر + 


قضیه دا اثبات کنید) 


(ط +ص6ه اج ماع 
یل دسته‌ی‌کامل مانده‌ها. دراین همئیشتی است. 
برهان ه بنا بر قضیه بالاً » کافی است نان دهیم : هیچ دو عضو این مجموعها به‌پیمانة 
[۰ باهم همنهشت ببستاد. 


قرص کئیم دو عضو 0 + رم و جا + 80 » رز ۰ بهپیمانه 1 همنهشت باشند 4 


داریم : 
( پیمانه حط ) 267 عد ره چسه (ییمانه )تا + رو عد ط + روج 
بتا به قضیه خوانده شده: چون ۱ (8:۳0) : 6 < سس 
آما این‌متناتض است بافرفی ایند ن) يك‌دسته‌ی کامل مانده‌ها است. 
مثال - اگر ن ده » تا و ۳- 9 ۰ چرن (00۱0۷۰۴۰۴) پيك دسته‌ی کامل 


مانده‌ها است. آنگاه مجموعد : 


ی ۱ 
(۲۹ و ۲۱ ۱۳۸ ده و ۳-)< 
نیز يك دسته‌ی کامل مانده‌ها درهم‌نهشتی بهپیمانه ۵ است. 
حاات خاص : اگر ه دا بائد در ابتصورت [مم۵6 .۱۰ 867 ۰ ,26,۱86 0 يك 
دسته‌ی کامل مانده‌ها به پیدانه 10 است. 
مثال- اکر ۴ و و ۵ ۵ باشد آنگاه (۰۱۳ 1۱۱۰۱۲ يك دستد کادل مانده‌ها و 


۱۵ + هه وه # نیز یلك دسته‌ی کامل ما بدهها درهدنهشنی به‌یمانه ۲ است : 
قضیه فرما - اگر دو عدد ‏ د و نسبت بهم اول باشند (و عددی است افل و 2 03) آ نگ 


(یمانة ) جد 
پراین - می‌داتیم (۱ -۰0۱:۲۰۰,.۵) ع< ع یكدسیه‌ی کامل مانده‌ها در همنهشتی به 


25 


2۸ 


پیمانه ‏ است ینا براین مجموعة : 


(0-۱(3) ۱۵ ) ج 1 
یز» بنا برقضیه بالاء یل‌دسته‌ی کاسل مانده‌ها در اين همنهشتی است. بنابراین هر عضو 96 با 
يك عضو ۷ به پیمانه 0 همنهشت است و با امکس . چون ۵ دد هر دو مجموعه است ؛ نتیه 
می‌شود که هريك ازعددهای ۶ 9-۱ درست بایکی ازعددهای 

)0-۱(2 ۰۰.۰۲۵ 8۶ 

هسهشت است وبالعکس, درنتیجه بنابه‌قضیه‌ی خوانده شده داریم: 
(یمانه ج) (۱(2 -0)) ۷ ... ۷ (۵ ۷ ۲) < (و بر (۱ ص۰۲ ۲۱ ۱۱ 
وبا (پیمانه ج) )۱ ۱۱ 
چرث ۵ 0-۱(9) ۲ ... ۲۷ >د ۱ نسبت یدهم اولند داریم؛ 


(پیمانه و) ۱ 20۱ 


نتيچه - برای هرعدد درست 3 و هرعدد اول و ۰ (بیمانه و) و دنو 


حل معادثه دد م2 


سوّال دیکری که دریحث همتهلنی مطر ح میدود این است که آیا میتوان معادله 


وه 
,2 حل کرد: 
(۱) (پیدانه جه) فاعد رم 
به‌عیارت دیگره آیا مرقوان عده صحیح ,بر دا به گونه‌ای یافت که: 
() (یمانه ج) .. داج,ه 


اگر ,6ر وجود داشته باشد که دررابطه (۲) صدق کند آنگاه می گوئیم معاداه همنهشتی(۱) 


دادای جواب است. 


چند متال 

۱- معادله همنهشتی (بیما نه ۵)۷ ججیر۷ جواب دارد زیسرا مثلا ۳ یر دراین رابماه 
همنهشتی صدق میکند. 

۲س معادله همتهشتی (پیمانه ۶) ۱ ید۲ جواب ندارد؛ ذیرا اگر فرض کنیم, »ر يك‌جواب 
آن باشد» آنگاه با ۲۷| ۶ اما ۱ سس ع(۲ عددی است فسرد: درصوزتیکه مضربهای ۶ همه 
زوح هتتد. بابراین نمی‌توان عدد , »ر دا پیدا کرد که ددعادله همنهشتی فوی صدق کند. 

متالهای فسوق نشان میدهند که معادله همنهذتی (پیمانه وو)(] یدق ۰ ممکن‌است جوا 


۵۹ 


داشته یا نداشتد باشد. اما هما نطور که گفته‌شد این معادلد موقعی جواب داردکه , یافت شود 
به گو نایک : (پیمانه )نا ع<, »۵ 
پا و - یدج | ور ویا اعداد صحیح ,»رد , 6 موجود باشند بطرریکه: 
معا وا راو 

یا جع (,1 )1۱ تدوینی معادله با < وم دج 
دادای جرابهای صحیح باشد؛ و بالعکس ا گر اين معادله جواب داشته‌باشد معادله همنوشتی‌نوق 
هم دار ای جواب خواهد بود. 

قطیه - شرط لازم و تافی برای آنکه معادله خی 0 بوو--د0 در مجموعه .2 جواب 
داشته باشد آ نست که بزر گتر ین شمارنده مشترک ع و و عدد ن دا بشمرد. 

پرهان - شرط لاذم: ۱ گر و بو 4 رم داداي جراب باشده یعنی رع ۲و 6۵ جرد 
دارند بطلودیکه 6 > , بو بدج. اما چون مل و 01 ددنتیجه , بووا ب عد|0 ینی م0 

شرط کافی: ا گر زو و ع) < د ول آنگاه عسدد صحیح »1 یافت مشود به گوته‌ایکه 
عل دح و چون ‏ بزد گرین 
,7 2 10 

بذا بر این: هدع عم 
ینی اعداد صحیح درد و او رو دد مادله 6 ع بوو يدج صلق میکنند » ینی 


شمادنده مشترك چ و وا میباشد_ پس وروا ‏ جورو <ل که در آن 


6 < بو +عرج دازای جراب میباشد. 
قضیه اگرل (9 و ع) ود و ل جرابی برای معادله حطی ند او رو باشد 


جواب کلی آن بعودت کل ,لو و د ماب دس می‌باشد که در آن ,167 
برهان - توجه کنیدکه و| 0 و حا | ۰۸ درتیجهگ و 2 اعداد صحیح هستند و ببراحتی 


ک 
ك 
اء| ا گر یا ف ,بو جواب دیگری برای 6 - 7و9 + رو باخد آنگاه دادیم؛ 

,9 و ,اقا ره 
,7 )0 ع ( 20 جت 


میتوان دید کم وتات بو درممادله 6ب بزوا 3۱ صدق می کتند. 


ط- 
/ رک 


۲ 2 |ظ 
ی 


2 


ولی «-(ظ 3 ؛ در نتیجه(, بر بد) . 
5 ی 3 
پس 2 لا و همجن معا بو ع .ی که در آن 162. 


چون ,لا و لا دلخواه بود» بنابراین جواب کلی بهمین صورت می‌باشد . 
مثال- سادله ۱۰ و۵ +۷ د احل کنید. 

حل-جون ۱۰| ۷2۵(<۱)» پس معادله جراب دادو. 

اما دوش پیدا کردن جواب: 


۲۹ ۳ 
ملاس پوت وب لاک 
1 


- اسر ۱۰-۷ ززدچته ۱ < توس بر 


(۱۰-۷)۵۲ 
شبات ۱۵ < تن 
۷۴ 
بنابرآنچه درقسمت اول حل معادله در بر بیان شده میتوان ثا بت کرد: 


< ۷ و۵ <ن 


قضیه- سعادله‌همتهنتی (پیمانه )دا دج دادای‌جواب‌امت اگروتتها! گر د | (صوده). 
برهان- اثبات مهد دانشآموزان است. ۱ 

مثال ۱ - معادله همنهشتی (ییمانه ۵) ۱۰ << ۷۷ دا حل کنید . 
حل- (یمانه ۵) ۱۰ جددلاجواب دارد اگر و نها اگر ۱۰ 2 بو۵ :۷۱ جواب داشته 
باشد که حل آن درمثال فوق آمده است و ۵ < :و جواب معادله همنهثتی فوق است. 


مثال ۲ - سعادژه همنهشتی (پیمانه ۲۳) ۱ ع< ۷۳ داحل کنید, 


معادله چواب دادد ذیر| ۱ | (۲۳ 2 ۷۲) بنابراین آن را عل می‌کنيم . 


-< ۲۳۲ 


- ۷۳۸ 
۷۳۰-۰۱ (۱) 
با استفاده از الگودیتم افلیدسی رك جواب سادله (۱) بدست می‌آودیم و سپس آن دا 


حل می کنیم. 


و یا : 


)1( ۷۳2۰۰۳۴ 
)11( ۳۰۴۷۵۳ 


۱ ۳ 2 (]]) 
از تسادی ([1]) نتیجه ميشود ۱ ۱ ۷ ۳- ۷ بجای۳ مقدارش دا از تساوی ([]) قرار 


میدهیم : ۱ ۱ ۷«  ۵(‏ ۰-۴ ۲۳) - ۴ ویا ۱ ۶ ۳ - ۶« ۷ 


۶۱ 


دراین‌جا بحای ۴ مفدارش دا از تسادی. (]) قراد میدهیم : 
۱ ۰۲۳۱ ۲۶ (۳ 6۷۲۳۰-۲۳۲ 


وبا: ۸ ۶-۲۳۷ > ۷۳ 


بناپراین 2۶ و ۱٩‏ يك جواب معادلاً (۱) است و بکمك این جواب و استفاده 


از فضیه فرل جوابهای معاداه بدست مي‌آید و ۶+ ۲۳8 ور د 022 است . 


آمربن 
۱- هر گاه ج یکمدد صحیح باشد نشان دهید که "ین عضوی از دسنهٌ همنهشتی [ه] یا [۱] با 
پیمانه ۲ یا ۳ است. 

۲- ثابت کنبد برای هر دوعدد صحیح ع و دا دادیم؛ 

(پیمانه جاو) ۲ وعد ا(ن(ع) - الف 

(پیمانه حاو) ۳و۲ ود "(2-1)-ب 

۳ ثابت کنید ۷-۱ ۶۷۱|۲۳۲ (از داه همنهشتی) 
۷ب باقیمانده تقسیم ۲۰۵ پر ۷ و ۴۱۳۵ بر ۳ 2 *۳۲۳ بر ۱۵۱ دا یدست آورید. 
۵ ثابت کنید ۱ ۲۲۳۲۳۷ _ (اذ داه همنهشتی) 


ِ ثابت کنید عدد "وه ازسمت داست به ۸٩‏ نتم مي‌شود. 


بت کنید اگر (پیماند (و) اعد وه د مزر آنگاه زییمانه م) وا 


۸-اگر (پیمانه ) واه و (یماند ج) وا عدو د ۱ع(2 ,صه)» آنگاه (حص) اعد 
و از نجا نتیجه بگیرید و۶ اکر دفقط اگر و|۲ و ه|۳. 


با گز.ده زیر درست است# 


(بیماته و) +4 ع< و چسه (بیما نه ج) "ط 


۰ ثابت کنید "گر (یمانه )و آنگاء (جور ,ه) ع (صررع) 


۱ تحفرق کنید (از دراه همنهشتی) که ۱۵۵-۱ |۲۷ و ۱و۵و۱ |۳۷ و از آنجا 


فانونی برای بخش‌پذیری بر ۲۷ و ۳۷ ذ کر کنید. 
۲ با استفاده از (پیمانه۱۳) ۳ج و و (یمانه ۱۳) "(۳-) 


۲ (پیمانه ۷ 
۳ 22 ۱۰ و (پیماند ۷) ۳۷< ۱۰۳ قانون بخش‌پذیری بر ۷ و ۱۳ دا به دست آودید. 
۳- شا دهد که باقیما ند 


یم شدد ۵۶۷۹٩۵۷‏ بر ۷ بر ابراست با باقیمانده ۹۵۷-۵۶۷ 
و 


آب می‌توان قانونی برای بخش‌بدیری بر ۷ دد این میند 


۶ 


۴ -کداميك ازمجموعه‌های زیر يك دستة کامل مانده: به‌پیمانه ۱و است. 
۲۱ ,۰۱۹ ۱۷ ۱ ۷ - اف 
۳۱۴۵ ار اس سا اس ها )ات 
۵-آیا مجموعه (ع۱ ب> > ۲|۰) يك دسته کامل ماندهها به پیمانه و است؟ 
۶-آیا مجموعه (۶ > ویک ۰ |۳۹) بك دسته کامل مانده‌ها به‌پیماته با است؟ 
یم غذدهاک ۶۸ و ۱۲۵ بر ور دد عدد مساوی باشند (اعولج) 


۷ ا گر باقیمانده 2 


0 ۶ ۲ دا تميین کب 
۸ ثابت 


الا باتیمانده هرحدد بر ۲ (يا ۲۵): بترلیب عبارتست از باقیمانده عدد حاصل از دو 


دقم سمت داحت آن بر ۲ (یای ۲). 
ب م یاقیما نده هر عدد بر ۸ (با ۵ ۱۲): بثرئیب عباد تست از باقیمانده عدد حاصل از سه 
رقم سمت داست آن بر ۸ (با ۱۲۵). 
۹- باقیمانده "۲۵۱ زابر ‏ پیداکنید. 
۰ یاقیمانده‌های تقسیم اعداد ۷۶ - ۳۶۲ دا بر ۳۵ ۳۳۳-۲۲۷۴۰۵۲۳ را بر ۷۹ 
پدست آودید. 
۱- ثایت کنید۱ - ۲۳۸ بر۵ بخش‌پذبر است. 
۲ ثایت کید ۱ ۲۱۲۲ بر ۷۱ بخش‌پذیر است. 
گر م۵8 نو يك عدد طبرعی‌باشد. نشان دهد شرط لازم و کانی 


برای آن کد ثر بر ۱۲ بخش‌پذیر باشد آن‌است که (روا ...هط بق) ری ۲ سر هیر ۱۲ 


بخش‌پذیر پاشد. 
۴- شان دهید کسه باقیماانده تقسيم عدد ۲۵۳۹۶ بسر ۱۱ برایر است با باقیما نده 
حاصل‌جمع۶ ۰۲4 ۲۵۳ ۲ بر ۰۱۱ 
۵ نشان دهید که عدد ۲۳۹-۲۱۷ بر ۲۱ بخش‌پذ بر است. 
۶- رده‌های سمت راست اعداد ۷۱۳۱۵۳۲۲۴ را پدست آورید. 
۷- باقیماند؛ نقیم عدد ۴۳۶۹۱ دا بر ۷ بدست آورید . 
۸- معادلات ذیر دا دد ,2 حل کنیده 
9 ۱ زر یر 2 
كت 2۲ ۸۷۲ ۵۷ ۱۸ ۲۴۱۳۸۷ 
٩‏ - معادلات همنهشتیز برد احل کنید: 
الف - (یمانه۵) ۳ درو بت (پیمانه ۴) ۷۱ 
۶۲ 


ج- (پیمانهع) ۲ عت ۲ دا (پیانه 2۳۷ ۲ 

تس (یمانه ه) (۱ )۱22۲ ۲-۲ 

۳۰ ثابت کنید (پیمانه ۷) وچ لور و از آنجا شیجه بگیرید ۲۲۲۳۷۰۲۴۲۰۵۲ بر ۷ 
بخش‌پذیر است. 

۲۱ ثابت کنید (پیمانه ۱۳) ۱ 


۲ هر گاه ۱ < (۱۳ بج) 


۲۲ بت کنید ۴و ۱و بر ۱۷ بخشبذ بر است. هر گاه ۱ > (6,۱۷) 9 ۱ (۳:۱۷) 
۴ب اعداد صحیحی مانند ر و بو پید! کنیل به طوزی که 
۱ ۳۵۷۵۲ 2 (۹ ۶۲ , ۳۵۷) 
۳۷ دو ع-دد مثبت دا چنان تعیین کنبد کسه یکی مضرب ۷ ۶ دیگری مضرب ۱۳ بوده و 
مجموع نها ۷۴ باشد. 


تکنید 


(پماند ه۳۲) معا اوه (۱ه۲) ( امد 
۶ یا ۴۱و وود (0 )2 برای هرعدد طیعی دز یکندد اول می‌دهد؟ 
۷ آا ۱۲-۷۹۵۹4۱۶۰ (واچ برای هرعدد طيعي و یکمدد اول می‌دهد؟ 
۲۸ هر گاه ۱ - ۲۳ عد ,ان (عدد مرسن) او بشد ثابت کنید و اول است. 
هر اه ۲ 
۰ ۷ ثابت کتید ۴۵-۷ ود داطبوع) 
۱- رقم یکان عدد ۱۷۸۴۱۴--۲ ۷۴۴۱ دا پیدا کنید. 


۲ تا بت کنیل (۲-۱۱م)و|۶ 


] (عدد فرما) ادل باشد آنگاه ۱ قوائی از ۷ است. 


۶۴ 


فصل چهارء 


ماتریسها 


بطوری که می‌دانید ؛ آرایشی از اعداد حقیفی به‌صورت ؛ 
مب با وبا 


8۷ ۲ 


مه هه ره 
را يك ماقریس می‌نامند ء اعداد رو8 ؛ پر8 ۰.۰ » جورق را درایه‌های یا عضوه‌ای ماتریس کر 
می‌خوانند » درحالت‌کلی » يك درایه از ۵ را به‌صورت وزج نشان می‌دهرم که و نماینده سطر 
۶ ژ نمایندة سنونی است‌که این عضو دربحل‌تلاقی آنها واقع می‌باشد . مثلا ۰ .و درایه‌ای 
امت که در تلاقسی -طر اول وستون اول یا برع درایه‌ای درتلاقسی سطر دوم و ستون سوم و 
۰.۰ ویو درایه ای درتلاقی سطر چام و عتون رام است . 
ماتریس یط که‌دارای ووو سطرو 1و ستون‌است يك‌ماتریس و < جوو(بخوانیدماتریس طد درج) 
با یك‌ماتریس مرتبه و با ووو نامیده میشود و برای سادگیآذرا بهصورت زیر تمایش می‌دهند + 
رس [زند] سعظ 
درمواردی که مرتبه ماتروس ۸ معلوم باشد مختصر أ می‌تویسيم : [ززج | ح در گاه در 
اين ماتریس داشته باشیم ور وو : آنگاء ۸ را يك ماتریس مریمی مرتبهٌ و مسی‌نامند در يك 
ماتریس مربعی مرب 8 ۰ عضوهای ۲ ,وق ۱ بو ۱ب ۱۰۰ ووه_ را اعضای تطراصاسی 
ماتریس می‌نامند . 

. می‌توان دید که بین‌مجموعذ ماتریس‌های مربعی مرتیه ۱ ومجموعة اعداد حقیقی یك‌تناظار 
يك‌به‌يك وجود دارد . لذا به‌جای هرماتریس مربعی مرتبه ۱ می‌توان عدد حقیقی که درایهآن 
ماتریس است قرار داد . بنابراین ,,۵ [,,ه] . به‌طور کلی » هربردار 8 تابی‌راهم می‌توان 
بصورت يك ماتریس ۱ و درنظر گرفت. 


شاوی دوما ترس 
دوم تریس مهرمی[ززی] سح د رمررر[زز«| | < 3[ دامساوی می‌نامندومی‌تویسندو] ع- ۱۵ 
۶۵ 


حرگاه برای هر ز و ژ داشته باشیم » زاو زر . نی : 
(وزب -د رنه زو ز۷)جه  1((‏ ش) 
بعبارت دیگر ؛ دوماتریس ۵ و 13 را مساوی گوئیم, هر گاه درایه‌های متناظر آنها مساوی باشند. 


جع ماتر مها وخواص مربوط بهآن 
برای هردوماتریس مرتبة ط< ۳ [ زرع ]ح و [ ررط | » ماتریس [زره]حل) 
را» که درآن زر+ررن-ززن » حاصل‌جمع ماتریس ه با ماتریس 13 مسی‌نامند و آن را 
به‌صورت 8 + ۵ -ن) نشان می‌دهند . پبارت دیگر دازیم : 
)0 (ررط + زره ززی » زو ۷) جه ( + عب) 
مال : 
۲ ۶ ۲ ۱۵ ۰ 3 ۲ ۱ 
»ابیت بات او ۲ او ات 


و هر وله ۳ ۰ ۳ ۰ ۳ 


باید توجه داشت‌که ‏ دوماتریس ۸ و 9[ را وقتی می‌توان باهم جمع کرد که هم مرتبه 
باشند . دواینصورت . اصطلاحاً گوئیم هرو9 جمع‌پذیر ند . همچنین روشن امت که درتمریف(۱) 
ماتریس ر) از مرتیُ جو 2 جور است. یعنی ؛ هرگاه مجموعة ماتریسهای و < هط را با میرم 
نمایش دهیم داری-م بیریی](عن) » بنابراين مجموع۹ ,]۱ نست‌به‌عمل + سته‌است . 
علاوه براین عمل + درمجموعٌ میریم ]۷[ دارای ویژگیهای زیر است : 


الب ۸۰٩-104۸‏ د ما۷۵ 

۳ جر مدسلت) رق رش 

ج‌- ( ت ۸)جه(ی) 131 6 )ود مان راب۷۵ 

اثبات - اگر [زده] ۰۸ [ررط] 2 و [رره] <ن) ماتریسهای ج < دور باشند 

خواهیم داشت :ٍ 

الف - [زرط] + (زره] ع-ظ + 

تعریف جمع دهماتریس < [ووط | زنه]ت 

خاصیت جابجاتی جمع اعداد حفمقی : [زنه + زری] > 

تعریف جمع دوماتریس : [زنه] + [ززط]ع 
1-13 + ود 


۶۶ 


ب ([زوه] + [زدط]) +[زرع] ‏ () 4) اد 


تعریف جمع دوه‌اتریس : [(ززهط زرط ] + [ززو]ع 

تعریف جمع دده‌اتریس : [(رده ( ززط) - ززو] < 

ش رکت‌پذیری جمع دراعداد حقيقی : . زره + (زط برز)] 

تعریف جمع دوماتریس : [رنه] +[ زرط ززم)]ع 

تعریف جمع دوماتریس : [زره) + ((رنط] + [ززه]) < 

<-)۸4 (0 

3 [(زده + زرط)] > [ (رره + ززع) اجه( ) ع ز) +۸) 

قانون حذف درجمع اعداد حفمقی : . زوزل۷ا زو دورو جه 
هر چپ 


در مجموعه‌ی ویرمی ]1[ » ماتر یسی‌راکه تمام عضوهای‌آن صقر است مالریس‌صفر می‌نامیم و آن 
را با میروم0 يا نمایش مي‌دهيم . ردشن است‌که برای هر ماتریس ویریر/(ع۸ ۰ داریم : 
۸+۲0 
بتابراين 6 » عضو بی‌اثر عمل جمم درمجموعة ورپرور]ً است . 
دارون ماتریس میدرو[ززه] .۸ نسبت به‌عمل(- » ماتریس «پرمو[زرو - ] ,هش است 
زیرا دادیم : 
(زنو- ]+ [رزه] رشب 
[(زده- ) + زنه] > 
[ه]د 
0- 
ماتريسي ,۸ را به۵- نشان می‌دهيم وآنراداردن جمعی یاقرینه ماتریس ۵ +ی‌ایم. 
روشن است‌که هرماتریس ویزی۸36 ؛ دادای يك قرینه است. 
برای هردوماتریی هم مرتبه 9۸ » ماتریس ( ۸٩)‏ را بد 13  -‏ نشان داده 
آن را تفاضل دو ماتریس ۵ » 1 می‌نامیم , 
فتیجه - مجموعة ماتریسهای مرس ]1[ باعمل+- يك‌گروه آبلی‌است. 
ضرب یکعدن درپاك ماتریس (ضرب اسکالر) 
بای هر ماتر یس ویرم]/[ع۸۸ و 6]ع: ۰ ماتریس مرتبه ط ( ح » [ززوع] راحاصلضرب 
عدد ع در خوانده آنرا به ۵ج نشان می‌دهيم بعنی: 
[رنه]- ۴۸ 
بمبارت دیگر : ۲۸ ازضرب هردرایه هر درعدد حقیفی ۲ به دست می‌آید . 


۶۲ 


اگر ۸« دوماتریس هم‌مرتبه و و و و اعداد حفیتی باشند ۰ بساد گی میتوان نشان 


داد که . 

الف - ۲۵( ۲۸4 

پات ۵+۸ ۵ (عد4ع) 

۲)۵۸( (۸ 3 

ِ ۱ ۱۸-۸ 
هم اینها به‌سادگی ثابت می‌شوند » برای نمونه یکی ازآنها را ثابت می‌کنيم + 

اثبات ب ب [زنه](+۲) عشرودع) 

تعریف ضرب اسکالر : [زنه(ه +4ع)]ع 

خاصیت پخش اعداد حفیقی [زر9۵ + زنو۲] < 

تمریف جمع ماتریسها [رزهه] - [ززهع] ‏ 

تعریف ضرب اسکالر : [ززه اه( [ززه] سس 

شوه +۵ ۸ (و+ع) 

نماد 2 (سیما) 

معمولا : برای ماد کی مجموع اعداد حفیقی 

۱ و ٩‏ و باه و وا ده 


را با استفاده از نماد 2 بصورت : 
0 
281 ( زه جمله عمومی نامیده مي‌شود) 
1-۱ 
نشان می‌ده‌ند . حرف و متفیری است که دامنه تهیبرات‌آن مجموعه ۰ ( ,۳و ۱,۲) است. 
تساوی ۱ ص ز در زیر نماد و بدین معناست که ادلين مقدار ] عدد ۱ است و عدد و در بالای 5 


1 
بعنی آخرین مقدار و عدد و می‌باشد . بعبارت دیگر ؛ نماد 2 تشان دهنده ایسان است کنه ز 


1 
اعداد درست از ۱ تا و را اختهار می‌کند . بناپراین : 
1 
ما .۰ سوه 8 رو 5 
۳۹ 


چند مثال : 
۵ 
ِ- اای۵ و و ول وت زو 2 


1-4 


۶۸ 


۲- برای هرعدد طییعی و1 » 


۳ پرای هرعدد طبیعی :1 ۰ 


یعنی مجموعاعداد طبیعی ازيك تا و » 


۴ برای هرعدد طبیعی 10 + 


۱ ۱ 9 
ی 


را و 22۱4۷۲۷۲ ع[ ۳ 
ف 


(۱ )هر 
۳ 


یوار 5 


۷-۱ 


(۱()۳۲۸۱ +واولت 


۵- درتعریف میانگین و اندازه آماری داشتیم ؛ 


دیژتیهای 2 
۱- برای هرعدد ثابت عل داریم : 


زیرا می‌توان نوشت :ٍ 
قعریف 22 : 
حاحیت پخشی اعداد حقیقی:ٍ 


تعریف 2 : 


و ب ۳ ( 
1 


.پا ک) 


8 
2 
تلا 


" 4 
زه 2عاعد رها 2 
1-۱ از 


ی 
و .وا ها 
۳۹ 


۳۹ 


۶۹ 


2 
لا 06 < ع 2 » زیرا کافی است در دیژگی (۱)؛ وج دا نساوی ۱ قراد دهیم . 
«حز 


۲ داریم : 
۳ » ۳1 
زط2 + رل > (رط + زو) 2 
سا او + 
زیر : 


1 
تعریف 5 : (وط ره .۰( به) اه ( رو نه) 2 


از 


شرکت پذبری و جایجائی + در 1 : 
...بط مور وولو 
تمریف 2 ۰ ط ۳ ۳ 


اع و سس 


دیژگی (۲) تابل تعمیم می‌باشد. یعنی : 
...+ راب 2 ال اند واه هط 


۳۹ ک 


ت داریم : 
1۲ ۶ 11 
ارفیه ب2 ع بزمله 2 


بجر سل اعصل بسز 


زیرا : 
0 ۲ 
ره رو رزی) ززو 2 
۳ ۳ 
تسیم دیژگی (۲) 
سع 2 رد )زو 1 ات اب 
از 
تعریف :2 
هد (نم) و 
۱۳۹۹ ۳۹۹ 
تمرین 


۱ب هريك از عبارات زیر را با استفاده از نماد 22 بنویسید . 
(۱ 7 ۲۱۱) .۱4۴۵ 
(۱ ۵6۵4( ۰۳ )۲ <۱] 
۲۲۵و و ۲۱4۲ 


۷۰ 


« بو (و۲ و را( کل وا 
۱ 


۲ مجموع‌های زیررا بسط. دهید, ۲ 
الف - (۱-عا)عا ۶ ب روط ی ع- اط 
۵- ی 
7 


۲ هرگاه داچته باشیم :"ورعد(۱- ۲۶) با استفاده اژحواص و مغدار ۲۲ 2 را 


۱ 1 
حساب کید ۰( هل) 
1 ۱ 5 
ی ثابت کنید : سس 
ی 
۵ پا استفاده ازخواص 5 ثارت‌کنید: : [۱0۸)۱]ص للر سذ)جع] ۵ 
2 ۳ 
(می یی ۱۱ << ) از 
۳ 3 ۴ 1 
۶ب نشان دهید : زف2 و رم و 


«حذ بح هلوس 


«ج(ماع 2 بت (تسحق ) «ظر 


مجموع ددابههای يك ماتریس 
باتوجه به‌ویژ گیهای 2 » مجمو ع درایه‌های ماتردس ویروی[ززه] حد هر را می‌توان‌به‌یکی 
آزصورتهای زیر محاسبه کرد : 
الف : مجموعه درایه‌های هرسطر را محاسبه کرده ۰ سپس مجموع این مجموع‌ها را 
‌ 
حساب کنیم : ۱ 
۱۳ 
0 


0 


سس 


7 
رمق هپس تسه 


۳۹ 
اکنون طرفین اين تحاریها دا عضو به‌عضو جمم مسی کنیم + ابا مجموع طرف چپ ۰ 
ءجموع درایه‌های ماتریس ۸ است بسا 5 


س_ جوم رت ۳ مجموع درایه‌های ار 


۷1 


دیزگی ۲ از 2 : 
(رمه(.۰۰ ۵ رره) 2 < 


۶ «صز 


اما مجمو ع داعل پرانتز ؛ مجموع درایه‌های ستون ژ ام ۸۸ است وخود طبق آنچه دیدیم 


۳ 
برایر است با رو و 


۱ح زا 
نا بر این داریم : 
بنابراین داریم : 5 
)۱ زنم ۳2 2 صمجموع درایه‌های ار 
از اسر 


ب : مجموخدرایه‌های هرستون را حساب کرده سپس مجموع اینمجمو ع‌هار حساب کنیم: 
8 8 زب 


«عز 


0 7 
مه .ان 2 + بزه 2 عد مجموع ددایه‌های ‏ 
1 ۷سژ 
۰ 99 
دیژگی ۲ از 2 : (مو( .۰ روط ننم) هک 
1-۱ 
مجموع داخل پرانتز » مجموع درایه‌های مطر 1 ام است‌که خود برابر رنه 5 است 
لذا داریم : ۳9 1 
۱0 اس وت توت 
۳ 


با توجه به‌تساوک‌های (۱) و (۲) به‌دست می‌آید : 


" ت ژر ‌ 
رنه 2 2 رنه ظ 


سل بعز سا ۱ 


9 
زد8 2 2 دا يك مجموع دد گائه مي‌نامیم . در مجموعه‌ای دو گانه ترتیب گذاشتن 


وس اه 
اندیسهای 5 بی‌اثر است و این خود یکی دیگر از دیژگیهای (2 است که قبلا دیدیم. 


۷۳ 


ضرب ماتریسها 
اگر بپری[ن:] سر د میرو[ورط] حد13 دوماتریس باشند » می‌توان ماتریس جدید: 
مرس[زنه] حن 
را چنین تعریف کرد : 
4 
9 ت امه و را ارو ۰ ۱ 
فِ 


ث#«ِ۳ ۳ ی 
نف 


یت 2 +۰ ما۵ وه زرط و زرط مزع 
اف 


9 
زآیانه 2<- زرتأ :2ب یود هس ...سا زج زو زو ط وه + زو نود ززو 


4 
یعنی : اه اد | 
+ 


ماتریس 0 را حاملضرب ماتریس ۸ درماتریس 1۳ می‌نامیم و آن رابه 13 ۸ با تاه 


نان می‌دهیم . درایه ری ازماتریس حاصلضرب مطابق نمودار زیر به‌دست می‌آید : 


۳۳ 


هر گاه 1-۱ » و دز ؛ سطر اول ماتربس ۸ را در ستون اول ماتربس 13 ۰ نظیر زه‌نظیر 
ضرب کرده باعم جمع می‌کنیم تا درایه سطر اول و سترن اول حاصلقرب به‌دست آید . 
به‌طور کنی برای یانتن درایه حاصلضرب سطر ز ام در ستون [ ام درایه‌های سطر ز ام 
ماتریس ور را نظیر به‌نظیر در درایه‌های ستون [ ام ماتریس 13 ضرب‌کرده اعداد حاصل را باعم 
جع می‌کنیم. 


مثال : 
۱ 
1 اس و ۲ 
۰ ٍ- 
۱ ۲ ۰ 
۰ ۲ 


| ۱(۱۰-) 0ات مر ۱۳۰۰ رز 
۱ هک مس زاس اه ۰ 6 ۱ ۳ که 


"7 


تعریف -هرگامفر يكما تریس‌مریعی باشدنگاه ۸ > ۸۱ واسح .خر نش (العم). 


ماکر بس هعاتی (واحد) 
ماتریس مریعی : 


که در اپه‌های قطر اصلی آن ۱ وسایر درایهه‌ای آن صفر است ماتریس همانی می‌نامیم و آن‌را به 
يا 1 نشان می‌دهیم . روشن است که اگر ۸ یك ماتریس مربمی مرنبة و باشد داریم : 

)0 ۸۸[ رز ۸ 

بمبارت‌دیگر ۰ رو[ عضو بي‌اثرعمل‌ضرب در مجموعه ما تریسهای مربعی‌مر تبه «1 (مجوعة 
دول ) است . 

بر اک هرماتریس بیرم[ززق] ع ۸ چنین داریم . 

([؟ مش ۷ مرو 

۳ ۲ عبرم ابش 


۷۴ 


دراینجا بر[ را ماتریس عمانی چپ گر د ویرم] زا ماتریس همانیواست ور مي‌امند. 


مثال : ۴ ۲ ۱ ۰ ۰ ۳۱ ۲ ۱ 
(۱) |۴۱ ۰ بت اعداه اب وا ه وت 
هم ۶ ۵ ر ه ماه ۶ و 


0 ی 
۶ ۵ ۴ ء ۵ | ره 


۲ 8 مت 1 
»اع 1 
1 ع ۱ ۱ 


3 


ه‌ 


توجه 


الف- مثال زیر نثان می‌دهد » که عمل‌ضرب ماتریسها دارای خاصیت جابجائی نیست: 
٩‏ اء بت ]۳۱ ۲ 
9 
و 
سس ۳ و ات 
۱ 


ب نهمچنین مثال ذیر نمایان‌می‌سازد کدسکین است حاصلضرب دوه تریس» ما تریس‌صفر 


شود بدونآ نکدهیچکدازم از آنها ماتررس صفر باشد ء 


و هو هه ه و ||ه ۲۷ ۱ 
حون چا ۱ 
ه ۰ ۰ له ۴ باه ۲ بت 


ج- مثال ژیرنشان مي‌دهد که دستور حذف درضرب ماتریسها برقرارنیست . 
۳ ۱ ۳ :۷۰:۷ ۰ ۲ ۱ 
بت و واصم رباص ده رن آعه 


۱ ۱ ۱ ۲ ۲ ۲ ۰ ۴ ات 
٩ ۲ ۰11۱ ۲ ۳ ۳ ۴ ۱‏ 
۱0 ۴ ۳ ۷اح| ات و اه بو 1 ۸ 
اس ۲ ۳ ۲۴ ۰ ۲ ۲اه ۷ وت 
,۷ ۲ ۴ ۷ ۰1]۱ ۲ ۱ 
0"( ۴ ۰ ۳ ۲اع|ب- ۱ || ۱ ۱ اعلا۸ 
۷ ۲ ۴ ۱ ۱ اه ۷ وت 


۷۵ 


بامتایسه (۱) د (۷) دیده می‌شود که ۸6 عد 8 ور ولی می‌بیيم که زاو . 


دی گی‌های عمل‌ضر ب., 
۱- ضرب ماتریسها شر کت‌پذیر است : 
اگر فرض کنیم میرم بنق] ۸ 3 ویرو[مرط] 2۳ د مبرو[ززم] ‏ » آنگاه بنابه 


ره ات ] ۵ 
۶( و جم] اععا 


0 
د اگر فرض کنیم رس برع 2 آنگاه می‌تو ان نوشت : 
- 


بط نچ | وه باه ِ ["] [۰] (۵۸8) 
۴ و1 و6 نازرا سس[ ۳0*۶ اج ( ی 


3 4 
بجای رل اویش دا قرار میدهیم : مهد رم | <(قآه) 
یلاوح[ 


و چون زرج به ع بستگی ندارد بنابر حاصیت 20 می‌توانیم بنویسیم : 
4 
(مط یه زد ۶ (۵2) 


احع دا 
و چون 2 ها دارای عاصیت جابجائی هستند می‌توان نوشت : 


[ زه(ممه) 5 ]| (دطننه) رط ]-۸«6) 


اح وت +حل ‏ ع. 


۳ (زهنرط)بره 2 ۶ ]-6(ظ۸) 


وصا +ع 1 
و چرن بونج به 1 بستگی ندارد خواهیم داشت : 


۳7 8 
[ رهب [«*] ۳ | زنط و ه ‏ آ۸(6) 
« +عا عا 

و یا ۱ (20) ۸ (۸۵) 

ینی ضرب ماتریسها شر کت پذیر است . 

۲- ضعرب ما تریسها اسبت بهجمع‌دار ای خا یت بخشی است. بعنی‌ هر گا*؛ ویر رازه ] س» 
جدملندط] 13 د ویرو[نزه) حز) » آنگاء داریم : ۸ تد 6 +۸۱4 
پرای اثبات درستی تساوی بالا ۰ ()4) را در حکم يك ماتر 4س فرض‌کسرده » آنگاه تعریف 
ضرب دوماتریی را برای ۸ و (-134) بکار می‌بریم :ٍ 

(ه(ن6] زرط کا هل ه] ‏ )۸ 
تعریف جع ماتریسها : هل 6 زط)] ک< م مرول ازه] که 
۷۶ 


قعریف ضرب ماتریسها : 


دیژگی ۲ نماد و : 


۳ 


تعریف ضریب ماتریسها : 


جمع ماتریسها : 


۲ 


رازه 2 + یه ۱ - 
2۱ یدنه 12۱ 


]ره - 
۴و ۳۹ 


| هیده 2 ۲ زطانم 2 - 
عا 1 


۸19+ 


همچنین هر گاه جمع و فرب باتریسهای 0 » رظ « ۴ را دراعمال بکار برده شده شدنی 


فرض یگیریم داریم : 


چند وع ما تر یس خاص 


)0+ (۲ < 10۲ ۴ 


۱- ماثریس ترانهاده (جابجا شده) 
تعروف - هرگاه درهاتریس [نو] - ۵ , جای سطرها و ستونها را عوض کنیم ماتریس 
دیگری به‌دست می‌آی د که آن دا ترانهاده ۵ می‌ناميم ترانهاده ماتریس هر دا به اور نشان 


می‌دهيم . 
مثال : 


۱-ماتریس تر انهاده 


۰ 
۲- ماترپس تزانهاده ۱ 
3 


عمل تر [نهاده کردن درماتریسها » تابعی به‌صورت :ٍ 


و اه ۵ مر 


رفح زره [زن و داش 


۷ 
"۸ + ار 


تعریف می کند که آن‌را تابم تر انهاده می‌نامند . 


۷۷ 


۳-ماتریس قطری » ما تریس مریعی : 


را که‌در آن‌دراید‌های‌غبر و اقع بر قار اصلی همگی صفرباشند ۰ ما تریس‌قطری‌می‌ناهند. به عبادت 
دیگر ؛ وپرو[ ززق] - (1 يك ماتریس قطری است ار و فقط اگر 


زج ۷ ۰ وزل 


ال وج ۲ | عر ‏ يك ماتریس قطری است . 


ری < .۵۶ 
رت جک 

مثال ۷- »_ ه »8-۰ » يك ماتریس قطری است . 
۱ 


ه رکاه‌درما تر یس‌تطری» تمام در اید‌های قطر املی‌مساوی باشند» ماتریس را اسکا لرمی‌خو انتد. 


م۰ 
۰ ۱ 
۰ و 
۰ و م۰۰ 
8 

رون است که داریم واه -5. 


۷۸ 


۳- ماتریسهای بالامئلئی و پالین ملثی 


ماتریس مریعی 


که در آن درایه‌های وافع درزیر قطر اصلی‌همکی صفر ند دا ماتریس بالامثائی مي‌نامند. بعبارت 
دیگر [زرو] ۸ يك ماتریس بالامثللی است هر گاه برای هرز داشته باشیم ه < زرق . 

بطریق مشا به ماتریس مربعی [ززط] ح- يك ماتریس پائین مقاثی‌است هرگاه درایه‌های 
واقع دربالای قطر اسلی آن همگی صفرباشند یعنی برای هر ز>1 داشته باشیم درز . 
ات م و ,ط 


بط ببظ 
بط بط بط 


۰ عتا بح رح 


الف - ماتریی | ۵ره ۷ ۰ | عح ء يك ماتریس بالا مشللی است . 


۴اه 
2 

ب - ماتریی | ۴ ۰ | ۳ ؛ يك ماتریس پائین مثلشی است . 
۵ ۲ ۲ 


ح - و] بالامثی وبائین مثلثی است (چرا؟) 

د - ماتریس 0 ۰ هم‌بالامثاتی وهم پائین مثلفی است (چر! ۲ ) 

۴- ماتریس متقادن - ماتریس مربمی دپدی[ززه] .۸ را متقارن خوانیم هر گاء داشته 
باشیم ءٍ 


زونه د زرز۷ 


۷۹ 


یعنی درایه‌ای که درسطر ژ ام وستون [ ام واقع است برابر درایه‌ای است‌که درسطر [ ام و 
ستون و ام فراررگرفته است . 


راضع است‌که ۸ ماتریس متقارن است اگر و تنها اگر "ود . چرا۱ 


مثال ۱- ماتریس : 
۵ ف‌ ۷ 
۳ ۲ ۸-۱۲ 
۰ ۳ ۵ 
ستقارن است زیر داریم یعس 8 ۲ 
۵ ۴ ۱ 
۳ ۲ ۲ اعصاظ 
۰ ۳ ۵ 


۵ - ماتریس پاد منقارن (ضدمتقادن) - ماتریس مریم [ززه] - هر را پاد سقارن خوانند 
هررگاه داشته باشیم ‏ 
تزا زره و مت 
یا ۳۹۳ 
از این‌تعریف بلافاصله نتیجه می‌شود که درایدهای قطراصلی این ماتریس تماماً صفر است. ذیرا» 
هیچ عده‌ی غیرازصفر باقرینه اش براپر نیست . در زیر دوماتریس پادمتقارن نوشتد شده است . 


۲ وت « 

۰ 
مس و ۱ 
1 بٍِ_ِ هم -_ 


و اضحاست که «پروزززج] سر ماتریس پاده‌تقارن است اکر و تنها اگر ۸ - - "هر چا 


دی کیهای عمل ترانهاده کردن درماترسها 
الاب ۸- (۸) 
بِ هه 
6 - 265 هد ره 
, ِ ۸ (9اد) 


اثبات (الت) تا (ج) ساده است . دیژگی « ده دا ثابت می‌کنیم : 
اه ی لنش و [نط] 9 آنگاه ]رو [ناد] > 9 که در آن : 


مره 
تزظ اعد زر مد زره درو 


س 


«د نیجه : [ررق)] < ا 8 که در آن . 
۳ 3 " 
)۱( ره ۶ روط 2 زرط زر عرر8 
ت‌ ۱ ۷ 
اما [زنام] -< (۸) که در آن ارم سوه و بتایهتمریف ارگ خن نب 
62 نا ره 2 ره 
۲2۱ 


با مقابسة (۱) د (۲) وتعریف تساوی دوماتریس درستی تساوی تضیه ثابت می‌شود . 


ع ۲ و8 ٩‏ ۴ 
هر » |ه ۲ احع9 و ۸۲ آنگاه درمتی 


مثال - هر گاه 
۶ 6 4 


۲ 
وی گیهای الف ؛ ج و د را تحقیق‌کنید . ‌" 


ظا 8 
الفف بت اس 6 ۲ ۸ 
6 6 4 


د - داریم : 


٩ ۳9 0‏ |[ 
ح-ا و ۲ 
۵+ دم ۰ 

+ دنو 


+ وه +4 + و + | 
1 


ا ۳ ِ 4 ۱ ِ ۱ 1۸ 
حم 
وع بو نافوط( وه چ 


9[ 
تحت ی بو رنه 


فنس‌بن 
درمسائل این بخش ازحروف بزرکک الفباء برای نمایش ماتریسها استفاده شده و اعمال 


بکار رفته امکان‌پذیر می‌باشند . 
۲- ثابت کنید + (ر) 18+ هر حن) - (1 ٩‏ ۸) 


۲- ضربهای زیررا انجام دهید 


الف اس ٩‏ ا ‏ ۲ 
۱ ؟ ات ۲ 
۰ و و8 ۲ بل و ,6 
8 8 ,8 
بِِ وه ه ۶ | با بط بل ه 
بط 
به ۶ ۰ نا لا ه و 
آیا می‌توان قانون کلی ددضرب يك ماتریس دد ماتریس قطری یان کرد؟ 
۲ ۲ ات ۲ 
چ‌- ۱ او - ۱ ۳ 
ب-اله نب ؟ 
۳-هرگاه 
۱ ۱- ۱ ۳ 
۱ أ-ه ات و * ا<3 , | اعد هه 
۱ ۲ 
۱ ۱ ۱ 
نشان دهید که : 
(۸)۵->۸۳3(۵) 


۷- ثابت‌کنید هرگاه ع و و اهداد حقیتی باشند داریم :ٍ 
الف - م۸ یا هد وچس 60 رم 


(۰عوع) ۸-1 ج-[- ۲۸ 
(ظش)و -- ۱۵ ۰ ۸ 


کف 
۸ 


وت 8( -)(۸-) 
هب (ظ 1-۳۸ (۴۸)- (2) ۸ 
۵ تحت چه ثر ایلی (]:6 ۸ (حاصلضرب ۴ ماتربس) قابل تعریف است. 

۶- مستفیماً ابت کنید : 


)0+۳(۴ ۵۳ 


1 ۰ 
ص هت تمه اک ۳۹ 
1۲ 
رب درماتریسهای زیر : و » و :ع ول درجه شرایطی باید صدق‌کند تا ضرب دوماتر یس 
چابجائی باشد - 
۱ ۱ ۲ ۰ 
٩‏ ات 0 ۰ 
۳1 ۴ ۴ اس وت امد 
4 بت چ اسر و ]۲ ۲ ۲ ات8 : آبا 
وس نت وت ۱ ۱ ۱ 


تساری 8۸ وا برفرار است ؟ 
۰ هرگاه 13۸ ۸8 ۰ ابت‌کنیدکه : 
۲ 8 ۵۲۲۸ < (به) 
۱ ۲۳ ۸۲ -(13()۸+1 - ۸) 
۱ هرگاه ۸ یل ماتریس مربع مرتبه ج باشد ثابت کنید : 


الف ب ۱+ 1۵ -۸)-(]-۸)(]+ ش) ۸۵-1 
پات (1 + هر ۵۲)(] )1۳+ ۸ 
۲- برای چه مقادیری از و تساوی زیر درست است , 
۹ ۰ ۱ ۲ 
0حد| ۴ ۲ ۰ ۱[۱ ۴ ] 
۱ ۴ ۲ ۰ 
۱ ۲ 
۳ هر گاه هر ۰ ثابت کنید + 
۰ ۱ 
- 2۳ 
( و عدد طبیعی است ) ۱ ۰« 
8۳1 ظ 


۸۲ 


۴ هر گاه ج عددی طبیمی باشد : باروش استقر اء ثابت کنید - 
۸۱۳-۸ ج ۸ - ۵5 


۵ هرگاه 3 و ز) ماتریسهای مریم مرتبه 0 بوده و داشته باشیم )+ 
6 اآز) و (ن) < 90 با روش استقراه ثابت‌کنید . 
(۱(۵ +16) +4 )2 ۱+ (ع عدد طبیعی است) 


۱۰ ۳1 
۶ هرگاه -] و ]بت کید که 
۰ ۲ ۱۱ 


الف ۰-۲۰ ۸۲2۳۸ 
ب - بااعتفاده از استقر اه ؛ ] (۱ ۷/۷۴۱ - و (۱ - ۲8) ع- یر 


وب در تیاوی زیر هر زا حساب کنبد , 


۳ ب ۱ وف ۱ ۰ ۳۹ 
هم اج ه ماه ۲ ه 
۱ ۲ ۳ ۰ ی 


۱ 
۱۸- مر گاه ۱ ۱ حه . ماتریسهای ۳٩‏ و ۲ را خساپ کنید ‏ 
سا و 

*- گر ۲۵۸-۲ < ۵ ابت کنید 
آ هس ها اون در 


۳ 


كت ۱ ۱ تن الف- محامبة ۸ب ۸ ۸ 


۴ ۳ 
۲۱ شان دهید که : 
الف ب ضرب ماتریسهای فطری هم مرنبه دارای خاصیت جاپجائی است . 

ب - فرمول تلی برای 10۴ که درآن (] يك ماتریس قطری و ظ يك عدد طسعی است 


به‌دست آورید . 


۲- اگر ۸ يك ماتریسی مربعی باشد ثابت‌کنید ۸۳+ و ۸۵ متقاون و ار 
پادمتفارن است. 


۸ 


۳ با توجه به مسألاٌ ۷۱ آیا هرماتریس دا می‌توان بذصودت حاصل‌جمع يكث ماتریس 
متفادن و بك ماترپس پاد متقادن نوشت ؟ به چه شکل ؟ 


در مینان 


در کلاس دوم بههر ماتریس مریم مرتبه ۲ + 


عدد حفیقی و[ -- و را نبت‌داده وآن را دترمینان ماتریس ۸ نامیدیم و به این صورت 


نمابش دادیم : 


[62 ۸ << ۸ع1 
هروقت تسادی (۱) را می‌نویسیم ۶ اصطلاحا گفته می‌شود له را بمط داده‌ايم . 
اينك يا استفاده از دترمیتان ماتریبطٍقی مریم مرثبة ۲ . دترمینان ماتریسهای مریم 
مرتبه ۳ را چنین تعریف می‌کنیم : 
آعریقب - برای هرماتریس : 
ظ ۰ 
۶ 6 ]| <4 
۶ ۲ ع 
دترمینان ۸۵ را با | نشان داده و بصودت زهر تعریف می‌کنیم > 


۵| ا؛ ها ؛ ع| اء ۲ و« 
0" نس - ۱2-۸۵ ۰ 0 لها 
۲ ع| | ۶ خ | زا و 
هريك از دترمینانهای طرف چپ تسادی (۲) به‌این‌تر تیب به‌دست‌می آبندکه در دترمینان 
الی سظر و ستوني که شامل ضریب آن دترمینان است حذف می‌شود ؛ 


». قامباه 9ا-ا؛ ء ادها 


طسو اه و مه .و 
اب 6 ۶ ظ 


۵ 


سطر وعتون هرماتریس مربمی ۸ را امطلاحا عطر وستونهای || ومرنبه ۸ رامرتبه |۸ا 
می‌نامند : درتسادی (۳) ۰ می‌گوئيم || را بی‌هسب ددایه‌های سطر اول با ب‌طورماده برحسب 
سطراول بسط داده‌ايم. ابنك نشان مي‌دهيم که می‌توان || وا برهسب سطر دوم يا سوم نیزبسط 
داد, برای اين منظود دترمینانهای مرتبه دو از تساوی (۲) دا سط دادهه عبادات بهاست‌آمده را 
دسته بندی مي‌کنیم به‌تسمی که بتو آن از درایه‌های سطر دوم باسرم فا کتورگرفت 


0 4 ۲ ۰ > ظ 9 
۳ ِ ۳ اه-۱؟ ۰ ]۵۸| 
حا وم 1 ع طا ۲ 86 


(وه - ط6)0+(ع1- )هط - (6 - )ود 
6 - 0+ ع)ط + :8 - ]۵ - مود 

6 8۲ - ۵ج - ژم و جالع وس عد 
(و - بآو)) -(و 6 - اوه + (وه - )0 عد 


بایراین : 
ط و اء ها اه ط 
تعریف دتومیتال ۲ > ۲: 0۳ و 1 8 مد 
عا ان عا : ا 
سس : 
8 6 8 ظ 
۳ و + ۳۳ 
ط ع! | و 1 


داين بسط || برحسب ددایه‌های سعار دوم دترمینان است (جرا ؟) . به‌همین ترتیب با استفاده از 
تساوبهای(۴) فوق ددسته‌بندی مجدد آنهابسط || برحسب درایه‌های سطرسوم به‌دست می‌آید, 


3 #۶ اه » ۴ ط 

+ حس ع ده 
6 ۱ ۶۱ ۱ ع 

با همین روش بسادکی ثابت می‌شود که می‌توان | ۵ | را برحسب درایه‌های هسريك از 
ستونهایش بمط داد : 

39 ۲ ۰ ۲ 0 

پرحسب ستون اول ‏ اد _ اعد ها 
۶ ع| از طا اذ ط 


۶ 


۶ ۲ 


حط هم 


3 
|۵«- ۰ 


علامت ضرایب دترمینانهای مرتبه ۳ دد بعط يك دنرمینان مر تبه ۲ 
دز هريك از بسطهای بالاء علامت هرضریب دترمینان ۲ )۷۱ برابر است باء 


0 


که در آن و نماینده مطرو ژ نماینده سنونی است که آن ضریب (دراید) در محل تلافی آنها قر اد 


دادد و این مطلب در بسط دترمينانهاي از مر نید بالاتر نیز ددست است . 


مثال ‏ 
٩1 ۳‏ 
نت تحت ۳ با ۷ ۴ > بت 
۳ 
۲ برخسب سطراول :ٍ 
۳ ۲ ه۵ 
ف 9 ۴ ۱ 
۲ -) + ۵ )| ۴ ۱ ۲ 
وت ۲ کت و 
1 ۲ 
۳ )+ 
۳ب مت 
(۲+وت) ۴ج( ۲ )۲ (۱۳ ۱ )حا 
۱ ۱۲۰-۱۲ - ۵۵جد 
۴ پرخسب سطر سوم : 
۴ ۲ ۵ 
۳ ۵ 
سل (ج زج ۷ 


۱ ۲ ۲ ۴ 


۵ 
۱۱۳۶۲) ۱( 


۲ ٩ 


وس ۴ مت 


و 


ز۴ ۱۵( ۳/۲۰ (۳ بت )مت 


2 ۵۲اه ات مد 
م - بردمب ستول سوم : 


(۳ ۲ ه۵ 
۲ ۵ ۱ ۳ 
)| ۲ )۴ ۱ ۲ 
۳ ات[ << | 
۲ ۵ 


سروس 
۱ ۲ 
(۱)۵7-۴- (۲ ۱۵ )۷( با وس ۴ج 
۱ ات ۷۲ تست د 
دفرمینان ماقریس مرتبه و را ساوی دراه آن تعریف مي‌کنند یمنی دترمینان [,,و] 


ساوی .و است 


دستود ساردس برای بسط دک رمينانهاي ۳ ۳ 


داشتیم که :3 ۶ 2 > ۲ وه 
+ ق- *< ۱ ۰ 8رح 
تا و خ ع 1 ظ 


(و - )+ (و] سس )وا (6ظ - 65)-|8| 
6۵ - ۲00+ و1 نوس او زو 
که می‌توان طرف راست این تسادی دا به‌صورت زیر دیته‌بندی کرد : 
)0 (ط1ه+ :۳3 ومء) - (طلم + و۶ط-بزمم)ع 8[ 
برای بخاطرسپردن تسادی (۱) ازدستورزیر که بهدستور ساروس معروف بوده وققط بر ای 
دترمینانهای ۳ بر ۳ بکار میرود انیتفاده می کنیم: 
دترمینان ] را بصورت زیر کتار خودش قرار میدهیم , 


قطر فرعی و ۶ 1 8 | قطر اصلی 
1 7 ‌ِ 
1 ۲ تا 3 3 


+ 


سپس قطر اصلی دترمینان سمت‌چپ و قطر فرعی دترمینان سمت راعت و همچنین ددخط 
موازی هريك ازاين دوقطر به‌قسمی که روی هرخط سه درایه دترمینان قرار گیرد مطابق 
شکل زیر » رسم می‌کليم . 


اکتون برای به‌دست‌آوردن تساوی (۱) یمتی بط [ظ به‌تر تیب زیرعمل می‌کنیم : 

الف - حامبلضرب عددهای و اقع بر قطر اسلی و همچنین حاصلضرب عددهای واقع بر هر 
يك ازحطوط موازی قطر اصلی را بدطورجداکانه بهدست آژرده باهم جمع می‌کنیم ؛ که در 
اینصورت عبارت ؛ ومع +۶ +011 حاصل می‌شود . 

ب. حاصلضرب عددهای و اقع پرقطرفرعی وههء‌چتین حاصلضرب عددهای واقع برهريك 
از حطوط موازی قطرفرعی را به‌طورجدا کانه به‌دست آورده باهم‌جمع مي‌کنیم » که دراینصورت 
عبارت ومع 1 31 + حاصل‌می‌شود . 

ج- حاصل ب را از الف کم می‌کنیم: 

(م؟ و + 31+ بعع) - (طقع + ع1ط + زمع) - | | 
و اين همان تساوی (۱) است 


۲ ۲ #ّ ۳9 + ِ ۳ 
3 ی ان 
و کیک 


(۰ ۱3۷ ۳۳4-۲ بر و ک< ۲-۴ ما۴ (ه بان کر و۲ دز ۳ ۲ 
(۰ ۴۵4 )۰+ و )<< 
وس ۳ 6۴ عت 


۸۹ 


همچنین می‌توان دد دترمینان را زیر هم نوشته و هیا مثل وقتی که‌آنها را کنار هم قرار 


دادیم محاسبه کنیم , 
2 و وه 
 )0 (۳6۷4 ۲۰۶ ۷+۵۰ ۴(‏ مه 
۱۳ ۷ ۶ ۵ 
۹ ۰۰ ۱0۵)سه ۲ب هت کرک 
۳ 
۷ و 


درمورد دترمینان مثال ۲ » دیده می‌شود که اگر آنر۱ برحسب سطراول بسط دهیم زودتر 
پهجواپ خواهيم رسید . 


۳ ۲ ۴ بت وی ری 
ِ_ و احد ]۷ ۴ ۷ب 
۶ هه ۱ 5 ۶ و مه 


4 2 2-۲۷ 26 2۷ ( ۱۵ ۱۲ )باه ود 

یعنی اکر درایه‌هائی از یشسطریایتون دترمینانی عفر باشد » محاسبه آن دترمینان ساده‌تر انجام 
می گیرد به‌همین‌دلیل در محاسیة دترمیتانها سعی میشود بعضی ازدرایه‌های یك‌سطريايك متون 
را به‌مقرتیدیل نموده. سپس دترمینان‌را برحسب آنسطر یامتون بسط دهند . برای اینءنظوراز 
ویژگیهائی استفاده می‌شود که بعدا خواهید دید . 


دنر مینان مر تبه ۳ 
دترمیتان يك ماتریس مربعی ۲«ب[رزی] ی را نیز ؛ نظیر آنچه برای دترمینان ۲ »۳۱ 

گفته شد و با استفده از دتمینهای مرتبه ۳ آ۵ »به‌صورت ذیر تعریف می کم 
۲ ] مهم تا » ء 39 
! ز ءجلا عا خاطسلا ع 
۳ .۰ 


اس و : 
1 
هر ۵ 0 0 ۵ ی 
8 ؟ ‏ 
2 9 


۹۰ 


علامت ضریب ره دراین بسط با استفاده از دستور [+(۱-) به‌دست می‌آید, 
همچنین دترمیتان يك‌ماتریس مرتبا ۶ رامی‌توان برحسب هريك ازسطرها باسو نهای آن 


پسط داد . 
مثال ۱ب یسط پرحسب مطراول : 
۰ ۰ 
۱ ۱ ها ۲ ه ۱ ۲ ۱ ۱ 
۷ .۷ 
۲ ما۲ ات م۲۲ اس و احح ی | 
اس ۰ ۱ ۴ستو ۱ و و ۳ 
۴ < .ده 
وسته. واوت 
كِ ۱ ۲ ۰ ۱ ۲ ها 
لالب( وت و| سا وت و وت | 
۴ ۱ ۴ات هه 0 
اکنون دترمینانهای مرتبه ۳ را برحسب ستونهای اول آنها بسط می‌دهيم . 
۲ ۲ سس 
(۷(۱-)-+] (۱()۱ -) 13| 
۴ اس و 


وا ۳( )۲ ( ۱۳ات 
به‌همین تر تیب دترمینان مائریسهای مربعی مرتبه‌های بالاتر نیز قابل تعریف می‌باشند. در 
حتیقت دترمینان تابعی است ازمجموعة ماتریسهای مر بعی به‌مجبوعه اعداد حقیتی . 


دز گیهای دترمینانهای مر تبه ۴ 

قواتین زیر برای دترمینانهای هرمرتبه درست است ولی ما آنها را برای دترمینالهای 
مرتبذ ۳ بیان می‌کنیم . 

قانون ۱- هر گاه جای‌تمام‌سطرها وستونهای يك‌ماتریس را باهم عوض کنیم دترمینان 
آن مالریس تفییر تعی‌کند ۰ بعپارت دیگر | ۵ |( ۱۸ 


برای اثبات تساوی : شاه 


۱ بط ۰ اه بق ‏ و 
بط معاحامط بط بط 
> ۲ بدا اب به بو 
۹۱ 


دترمینانسمت راست رابرحسب سطراول بسط میدهیم : 
دا 8 بط 
سم 8 ظ 
ره - ۱6۵( ب صرق قرط ( ,عبط 6 وظ) هد 
0 7( ب6رظ) وه - ( ,عبط م6 وظ) رح 
بط رط بط بط چا بط 
8 دا مس 
۰ 6۱ 6 
دترمیثال سمت چپ حد 


8 


بظ ‏ 8 دترمیلان‌سمت‌راست 


هب 


8۶ 


1 


حتد 


نی 


زیرا طرف راست تساوی(۱) : بسط دترمینانست چپ برحسب سطر اال آن است. 
مثال : 


-) 
[ 
ثثٍِ_ 

چم مه هب 


۰ ,۷ 
۳ ۱ب واص ظ 
۴ ۲۷ ۲ 
۳۲۱۰ ۰۲/۱۱ 6۴-۷۱ ۱ )۵ (۷ ۱۱۴-۳۱ از 
۳ 
(۲ ۰۰۵۱۷۰۱ (۲ > ۴۰۴ ۱/۵ (۷ ۱0۱۷۰-۳۱۵ | اقا 
اس اه با و۲۷ ۲۵ 
از( 
قانون۲- از تعویض دوسطر (یاستون) يك‌ماتریس مربع باهم » تنها علامت وترمینان آن 
تغییرپید! م ی کند - برای‌متال : 
۵ 8 ۲ به ۵ 
۱ بط رطع مه بو 
۱ 6 ۲ ظ .ط 
دی (۱) دترمینان سمت چپ را برحسب سطر ال بسط می‌دهیم : 
(,ط»» )۵ب بط ع) یه - (ب6,ط- بطو6) 9 حست‌جپ‌تساوی(۱) 
(,6,ط - بع,ط) بو ,عبط )رای )وس 


برای اثبات تسا 


۹ 


[(عظ )هدعو بو رط) رو (منلره - بکوط)رو] س مت 
سمت « است‌تساوی(۱)اسد 


به‌همین تر تیب درستی مطلب برای تعویضی هردرسطر با هردوستون با هم اثبات می‌شود . 


مثال : 
ا- ۳ ۲ 
۰ ۴ | 8 
۱ رف 
۵ ۰ ۲ 
تمویض سطر اول و دوم باهم : ۱ ۳ ۲ |2<.ظ 
۲ اس 
(۱- ۱6۴۲4۰ (۵ 26 ۱۱ 2 ۳6۲ (۵ ۲۶۱-۲ || 
۲۷ توح 
۵ س عت 
4۲۳۱ ۲۲ ۱(4۵)۲ ۱۱-۱ ۲( 6 او ۳-۲6۳[ 
قو 4-۴۵ وت ۲۰ در 


قانون ۳- حرگاه دوسطر (یادوستون) يك‌ماتریی مساوی باشند : دترمینان آن‌ماتریس 
پرایرصقر است . مثلا فرض‌کنیم : 


۵۲ ۵ 9 
جط بط ظ | 
+ بط بط 


تعویض سطرهای دوم و سوم اين ماتربس باهم . هیچ نوع تأثبری روی 8 نمی گذارد : 
درحالیکه بنابرقانون ۲ ۰ موجب تغییرعلامت || می‌گردد . پس‌داریم : 
8۱|- -(18 
8۱2۰ | جده | | ۲ 
مثال : 
3 
(۰۱۲ ۲۳/۱۴ (۱ ۳۱ج ۵ ۲۱۷ (۴ 6 ۳ ۵ ۱ ۱۱۲ ۲ ۱ 
٩ ۴‏ 
۳ 
قانون ۴- هرگاه تعام عضوهای یب سطر يايك ستون يك مائریس درعددی مثل » 
۳ 


ضرب شود دترمینان آن ماتریس در با ضرب می‌شود . مثلا: 
6 بط م8 بط ۵ 
بط هسام بطکا بو 
+ ۲ ۳۹ بح هد 
مفدار دترمینان طرف چپ تساوی برابر است : (برحسب ستون اول بسط داده‌ایم) 
(600),طبه ۱6( 8ع) - رع‌طل 8ع) - (بعع),0 ب فا بع( بط ع1 )ره 2 طر ف‌چپ 
>( ک) هس 
۱ 1 
طرف راست 
فتيجه - اکر تمام درایه‌های يك ماتریس ۳ ۴۱6 در ع ضرب شود دترمینان آن ماتریس 


و 
در اعا ضرب می‌شود ۵ بط مق ام بط رفظ 


بط مواعاعابعطا بطع بهط 
ط مه معط بطعا مقط! 


قانون ن- ه رگاه تعام در ایه‌های يك سطربايك‌ستون ماتریس‌به‌صورت مجموع چندجهله 
باشد » آنگاه می‌توان دترمینان آن دا نیز متناظراً بهصورت مجموع چند دترمینان نوشت : 


برای مثال : 
۷۶ ۷ ۷ لا لا تا ما انا لا تا 
0 
بت ها اج ها 6 0 »0 


سس )ام تا) سح معو0 ( لا یا) ع< طرف چپ 
بت( بنا) نا مر وج 
تاجن ۳ مک ولا رصبلآ نا ) سل( صوط نا قرط رد6 ] چ 
1۱ 
طرف داست ع< [(:۵,0م۷- ۷6 م6 تابن 
فانون ۶- هر گاه به‌سطر(یابه‌ستون) يك‌ماتریس مضار بی ازسطرهای دیکر(با از ستو نهای 
دیگر) اضافه شود دترمینان ماتریس حاصل با دترمینان ماتریس قبلی مساوی است . معا : 
ال موا وی دود رهم رن 
بط مقاح ۰ ظ 2 
ظط 8 ۰ جّ 8 ۱ 


۹ 


چه مظ مه ات بط ها ۳۹ 
+ بظ معفقطاه بط واوطابه بط بعاحت طرف چپ 
بط ب8 + بط بو + بط مها 
۵ ظ « 
(زیرابقیه دتر‌ینانها طبق‌فانون ۳ برابر صفر می‌باشند) طرف داست <| ,6 ,ظ ۳ 
۲ +۱9 
قانون ۷- هرگاه ۸ ٩‏ 3 دوماتریس‌مربعی هم مزئبه باشند دار یم : 
۱-۱۸۱۰۱8۱ظ ۰ 1۸ 
بعنی دترمینان حاصلضرب دوماتریس برابراست با حاملضرب دترمینا نهای آن‌دوهاتربس. 
اثبات این‌قانون ازحوعله این کتاب خارج است ویهزکر مثال ذیر اکتفا می‌کنيم : 


مال : 

کم ۱ و ۲ ۴ » -] [۲ ۴ ۲ 
-٩ ۳ ۳‏ م۶ اس | ۷ چ ۷ 
و اج ۲ و وج ۴ ۲ ۰ 


غانون بم- هر گاه در ایه‌های پت‌سطر بايك ستون دترمینافی صغر باشد آن‌دترمینان بر ابر 


صفر است . 


برای اثبات دترمینان دا برحسب سطری که صفر است بسط می‌دهیم . 


فا نون ٩‏ 
6 ظ 2 
۶ < اه 0 « 
۶ ه وه 

قانون ٩۰‏ 
8 ۰ ۲ ۵ 
ده 4 »6 
۱ ۴ | ۶ و 


1۵ 


دترمینان کهاد و هساژه 


دیدیم که : 
6 4 ۶ 4 ۶ ‌ ظ ۰ 
بم :۱ 
8 1 ع ۶ ظ فطع 
۶ هه 4 3 
را دترمینان کهاد و » و را دترمینان کهاد و[ وبالاعره رادترمینان 
5 ظ ء هءء 1 


کهاد م می گویند . پس : 
(دترمینان کهاد 0)م + (دترمینان کهاد و)و[ - (دترمینن کهاد و) و |13 | 


3 
(دتر مینان کهاد و) +4 < حرش 
ظ 
را همسارة درایه و و 
۶ 
زدترمینان کهاد «)- سس حرش 
31 ء 
را همسازه درایه و[ و 
6 4 
(دترمینان کهاد 6 )-ا سا دسی 
3 


را ساره درایه 6 مي‌گویند با اين فرارداد دربسط دترمینان ماتریس 13 خواهيم داشت : 
شب شرع | 3 
ب‌طورکلی اگر درماتریس : 


برای هردرایه زرم » سطر وستونی دا که این درایه درمحل‌تلاقی آنها قرار دارد حتف 
کنیم » ماتریسی به‌دست می‌آیدکه آن را به زن بر نشان می‌دهيم. . 


۹۶ 


حذف سطر 1 ام 


| ز:۸ | را دترمینان کهاد دراه ززه د ررگح| رز ۸ |1+ن(و-) را همسازه رز می‌خوانند . 
مثال ۱ بسط دترمینان ماتریس زیررا برحسب دترمینان کهادها وهمساژه‌های دطر سوم 
به دست آورید : ۲ات و ۱ 


۵ ۷ ۳ اعدش 
۶ 


۳ ۲ 
۱ ۱ بت و 
۴ ٍ- ۶-| ۱۸ 
۳ ۵ ۳ ۲ 
اج۳+ |۲۵ -|,بشا و 
و 
مثال ۲- بسط دترمینان ماتریس زیررا برحسب دترمینان کهادها وهسم‌ازه‌های ستون دوم 
بدست آورید : 1 
3 ۷۳ 
۴ ۴ ۰ -ظ 
ات ات 
۱ ۲ ۱ ۲ ۲ ۰ 
۵ ی ۷- |۱8 
۴ ها . لاس ات و 
اب13 | 6 ۵ب |۲۴ب.ظ اس بر ات 
باه و۲ ی ۷ 
ماتر.بس همساذه ۶ ما فر_س الحاقی (دابسته) .يك مالر یس 
درماتریس : 
ط 8 
۶ 6 1)<ه۸ 
1 ۲ و5 


ماتربسی زو ] ص21 که درآن ررصور را ماتریسن همساز ۵ می‌خوانند . 


شا ۵ برش 
۵ بش با 
#9 ۵ بش 
« ترالهاد؛ آ[ را ماتریس الحاقی یر مي‌گوبند : 
رش بر 
بش بش ۳ - ۷[ 
۵ شا 9 
۲ ۵ ۷ 
عثال : ماتریسی‌های همازه والحاقی | و ۴ ۳ ] راینویسید : 
۰ ۰ ۶ 
۱ ۳ تن 
و ۳ )در 
ی و ۰ ِ 
انش ۳ 
و (-)ر ۰ ۲۷ )رگ 
۳ ۳ ۰ ۶ 
وت ۷ ۷ 
مد رتیه وب مت )بش 
۶ ء . . 
۲ ۷ ۲ قاس 
ِِ_ )پگ ساسح )بش 
۳ وس ۲ 
۵- ۱۷ 
2-۳ اه 
مس : 
سس وت و برش برش 
وت ات و امه بش با 
۴ ۱۳ ۳ بش بیط 
۳ 
۴ . ام وت | 8 
۳۳ ۶ ۲۴ 


۹۸ 


لمر ین 
۱- دترمینان هريك ازماتریسهای زیررا به‌دست‌آورید : 


۸۴ ۱۰۲۳ ۱۰۱ ۶ بت و ۲ ۱ 
ور بد هم اعم؛|۳- م و اصو:| مد ۲۷ ۸-۱۲ 
۶۷ ۶۷ ۶۱ .۰ وت ۲ ۶ ه ۲ 

1 ۱ ۲ ۲ ۸ ۴۳ ۵ ۷ 


۲ ۳ ِ- 3 ۸ ۶ ۲ 
۲ 0 ]| بب مه ۵ااحظ 
مس و بت ٩‏ ۴ ۱ ۱۸ 


و ۱۳ 
۲ ۳ ۲ ۰ ۳۷۲ ۵ ۸ نکن 
۲- درتمرین ۱ ۰ دترمینان هريك ازماتریسهای ۸8 و 130 را بدست آدرید . 
۴ با استفاده اژحواص دترمینانها ثابت کنید : ه ثِ- 


۱ 
8 8 ۱٩۲ 


۴ با استفاده ازحواص دترمینانها ثابت کنید : 
۰ ۹ ۱ 


۲( ۱) --| ۶ ۲و۱ ۶ 


آوا مات وه 
۵- با استفاده ازعواص دترمینانها ثابت کنید : 
۱ ۱ ۱ 
۲ <|۱ ع4ا ۱ 
۱+۵ ۱ ۱ 


۶-درشکل زیر | لف- مختصات نقاط ‏ ۰ 3] و ر) به‌ثر تمب عبارتند (,لایع)" (بلورب) د 
(,1 «+) ؛ ثابت کنید که مساحت ملث ۸1960 برابر است با: 


۱ ۸ تک / 1 

دز بو مداد ۹ 

۳ ری ۸ ش «ي 
‌ 


(راهتمائی : ازمساحت ذوزنقه‌ها استفاده کنید) 
سب ور ی منم ایس سس 

0 
۹۹ 


بدترميناني که مساحت مثلث زیرو | نعیین می گند بتریسید . 


۳۲ 


با توجه به مطلب فوق آیا می‌توان‌گنت هرگاه (وی,۸ » موب ۰ موبعه 


۱ :۲ 5 
رئوس مقلشی بافند آنگاه دارم »|13| +سمورق که در آق |۱ بو پع|- ۲؟رتی 
۲ ۶ ۶ 
»ح |1]| باشد چه نتیجه‌ای می‌توان گرفت ؟ 
٩‏ 5۲ 5 
۷- نشان دهید که ۰ ۱ ظ ."وا معادلة خط راستی است که اذ نقاط (وژ,ه) و 
۰ 4 ع 


(4,ه) می‌گذرد . 


۸- بانوجه تلف » معادلٌ عتلي که‌ازدد نقط(۲ ۰ ۱) و (۱- ۳۰) می‌گذردبنوینید, 
-٩‏ یدون بسط و با استفاده از دیژگیهای دترینانهای عرتبه ۳ ثابت کنید که + 


ی 1 ۲ 
و( بو ما 
۱ ۱ ۱ 


۰ - همسازه‌های یوج را درهريك از دترمینانهای زیر تعبین کلید . 
۶ ص ا او + و 
٩ ۴‏ ۱۱۱ ۰ ط|» 
؟ و ۰ ۰ 


س 


۴ -۵ 


۱ هرگاه داشته باشیم : 


۳ ۲ ۱ 
۵ ۴ ادهش 
۲ . و 
ماتربسی همبازة بر , پعنی ا[ :را بنویسید . 
۲- اگر ۸ يك ماتریس متفادن باشد ثابت کنید 
به| ع امبها 


۳ اگر هر يك ماتریس و به ازاء یکمدد صحیح فرد[: ] < ۵ نشان دهید 


۱ |۱۸ 
۴ اگر ۸۵ ماتریس مربعی باشد ثابت کنید 
۳اه < "ها 
۱ و 1 8 ۳ / بط اتید 
۵ فرض کنید | ج » 2 |عد خر 6۵ دا حساب‌کنید و از آنجا بددن بسط ثابت کنیا 
۵ ه 


36 طع 9+۲6 
2 | معط بو ند 
0 86 


۶- اگر خر يك ماتریس مربمی باشد ثابت کنید 


۸2۰ 
۷- بدون بسط ثا بت کنید 
۰۱ ۱۶ ۱۱ ۶ ۱ 
۴ ۱۷ ۱۲ ۷ ۲ 
۰ج |۲۳ ۷۸ ۱۳ ۸ ۳ 
٩ ۱۴ ۱٩ ۴‏ ۲ 
۵ ۲۰ ۱۵ ۱۰ ۵ 


۱۸ فرضی کتید ماتریس ۴ ۳(4 مانند ر) دا بتوان به‌صودت حاصلضرب یک ماتریس 
۲ ۳ دديك ماتریس ۳۳( ۲ نوشت نشان دهید ه ‏ [)| 


۱۰1 


6- بدون بسط قابت کنید. 


بط ۱ ها آ ۱ او 
۱ ط| << »-ط 
8 ۹ كد ‌ ٩‏ 6-6 
۵ ۱ مط و ۱ 
بط ط ‏ ع اعه ط ۱ 
۱ تاو ء ۱ 


حل دستگاه معادلات با استفاده اذما ترس وادون (معکوس) 
دستگاه 


2۶ ۷۶۷۲ 
را با توجه بدضرب و تماوی ماتریسها ب‌صورت زیر می‌نویسیم - 


۳ اما یا 
ار 


را یه تریب ازجپ به‌راست »اتریس ضراثب ۰ ماتریس مجهولات و ماتربس مقادیر معلوم 
می‌خوانند . آیا می‌تو ان يكاتریس مربعی مرتبه ۲ پیداکرد به گونه‌ای که اگر آنر | درماتریس 


ضر اب ازسمت چپ ضرب نیم ماتریس ,1 به‌دست‌آید؟ بعاوری که در زیر می‌بینبد جواب این 


سوال مثبت است + 
تابر این برای حل ممادله + 


بخل 


طرفین آن‌زا دوماتریس ۱ بصورت زیر ضرب مي کنیم ؛ 


با 


خاصیت شر کت‌پذبری ضرب ماتریسها 


7 


و ۱ 
ماتریس وارون ماتربی ۱ نسبت به‌عمل ضرب است کسه آنسرا 
۲ ۲ ۷ ۲ 
۴ ۲۱ 
وارون ماتریس می‌نامیم . 
۷ ۲ 
ماتریس واردن 


تعریف - اکر برای ماتریس مربمی ی ماثریس مریمی 8 وجود داشته باشد بقسمی که 
] - 13۵[ > 8 خر آنگاه ۵ دا وادونذپذیر (غیرمنفرد) نامیده و 3 را وادون ۵ می گویند. 
قضیه - اگر ماتریس مربمی ۸ وارون بذیر باشد و وارون آن منحصر بفرد است 
اثبات - فرض مي‌کنيم 8 و ز) هردو دازون هر باشند یمتی : 
آج ها )۸ ر ]۸-۸-1 
1۰۳ 


بنابراین : 
نع آن) < (ظ ۳-06۸( 0۸) ۳-18 
تدکر - وارون ‏ را با ۱ نشان می‌دهند . 
به‌طور کلی : 


بر ای حل يك دستگاه دومعادله و دو مجهول به‌عورت : 


۰ الا 


باید یم ارت 
‌ 


اس جواب مثبت‌باشد , 
ماتریس وارون آن‌را به‌دست آورده ؛ طرفین معادله (۱) دا دراين ماتریس وارون ضرب نمود. 
بمیارت دیگر ؛ هر گاه ماتریس ضر اب را با ۵ وماثربس مجهولات را با لا وماتریس معلوم وا 
با 1 نماپش دهیم » معادلة (۱) به‌مورت زیر نوشته می‌شود : 
69 ۸ 

برای حل این معادل ماتریسی » بنایر آنچه دربالگنته شد , باید طرئین آثر! در وارون 
ضربی ۸ (معکوس ) » در صورت وجود » ضرب‌کرد . اگر دارون کر يعني ۱ موجود 
باشد . معادلة (۲) را چنین حل می کنیم : 


۸۶-3 

خاصیت تساوی : ۸-۱۸ 
خاصیت شر کت‌پذیری + ۵ (۸-۱۸) 
تمریف عضو وارون - 8 رح 1 
خاصیت عضو بی‌اثر : 2-۸7 


پعنی به‌طور خلاصه درحالتی که ۸-۱ موجود باشد » برای تعیین 6 » کافی است ۸-۱ 


را از سمت چپ در 13 ضرب کنیم : 
(جت(] - 6( 


این دستور برای حل دستگاههای چ معادله و ج مجهول نیز درست است . 

بنایر این همانطور که دیدید ؛ جواب يك دستگاء معادله پستکی بدوجود و تعیین وارون 
ماتریس ضر اب دستگاه دارد . ایناک شرط وجود ٩‏ دوش پیدا کردن وارون یك ماتریس را 
بردسی م ی کنيم . 


۱۰۴ 


ماتر پس دادون يك ماتریس مربع مر تبه ۴ 
قضیه - شرط لازم و کافی برایآنکه ماتربس ۸۵ وارون داشته باشد آن‌است که | شا 
۳ 2 8 


ببه وه اع ظ 


2۲ 8 
حاسلضربهای ۸۲۲ و ۵ را حساب کرده نشان می‌دهيم که : 
(3۷ ماتریس الجاقی ۸ است) ]له ۸ ۱۲ ۸۷ 
داریم :ٍ ۵ بش بش ] ۵ ببه8 ره 


۵ مب بش | اه به ماع ۸۲ 
بو برش ۳ 8۳ 8۲ 
درایه سطر ‏ ام و ستون ز ام این حاصلضرب عباز تست از: 
6 جزشزه + و زش بیع( زگ زو 
(مثلا درایه سطر سوم و ستون دوم عبارتست اذ : مشممت + بوشببة + ببشببع) ۰ حال 
ثابت می کنیم که "۸.8 يك ماثریس قطری است . یعنی » وقتی ژد مقدار (۱) برابر || و 
هر گاه و ؛ برابر صفر است. 


انف و » فرض کتيم اعد حد » دراینصورت با توجه به‌تعریف همساژه داریم :ٍ 
مب م8 مه ۵ 
9۴+ 9۲ را مرش 8 برشی ه رش ره 
8 جر ۱8۱ ۲ 
|۸اع> 


و به‌همین ترتیب برای ۷ ژد و ۳ دز دز ثابت می‌شود . 
ب اگر ردو » فرض‌کنيم ۱و و ۲ مد داريم : 


۲ ۱۱ 
8 
ات 


۱ 


8 ۲ 8 ۳ 


۳8 را مره ری و برش ره 


۴ 8 ۲ 8۲۲ 
۱ 
به همین ترتیب برای مایرسطرها وستونهابی که در آنها زعوز » ثابت می‌شود. بثایر این داریم : 
بش بش میگ ] [ ره ببه ده | 

بب ببف بث اه مه مها ۸ 


مب مب شا له ببه ده 
۱۰۵ 


۰ ۸ ۰ أت 
لا » ۰ 
4 
مه »| شا 
اه ۰ 
بهنی ۵۳۲-۸1 
به‌مین ترتیب ثابت می‌شود : | 1۸-۸ 
بنابر این داریم : 17 |۸|< ۸ ۸۳-۲ 


اگر «۸| ۰ طرفین این تساوی را بر | تقسیم می‌کتیم خواهيم داشت + 
۳ _ #۲ 
هلو 
فا 
که باتوجه بهتعریف هضووارون نسبت به‌عمل‌ضرب درمجموعه ماتریسهای ۲ )۳۱ ومتحصر- 


ً 
بنرد بودن آن تتیجه سی‌شود که اون شابن > 


۳ 


۳( ۱ 72 سا 


بنابراین اگر »و | : ۸-۱ موجود است و بالعکس ؛ به‌طووی که دیدید » اگر !۸ 

واردن ماتربس مریعی ۸۵ باشد داریم : 
۵-۱-۸۱۸2 

با بر ویژگی دترمینان بدست می‌آید : ۸|۰۱۵۲۷۱2|]|<۱| و جون || و ها 

دو عدد همتندکه حاصلضرب آنها مخالف صفر است درثتیجه «عو | ۸۸| ۰ پس اگرماتریس و 
۱ وارون‌پذیر باشد » آنگاه علجل۵| , ین براین + 

شرط لازم دکافی برای آنکه ماتریس ۸ وارون داشته باشد آنستکه «عج ه | . 

تساوی (۲) دستورالعمل محاسبةٌ وارون يك ماترییی مرئبة ۳ ات . این‌دستورالعمل‌را 
می‌توان برای تعبین دارون هرماتریس مربعی بکاد برد 

مثال - وارون ماتریس زیررا حسابکنید : 


۴ ۲ ۱ 
۳ بو .ات و 
۲ ۳ ۱ 


۱۰۶ 


وس و ات ۵ ۵ برش 
.۸ نت بش بش ,ب | - ۷ ع همسازه ‏ 
۶ ۸4 ۵ بش ,بط 
۸ ه۸ ات 
وت ۷ و - "۷ - السعاقی بر 
اد و اس 
۰ و ۰ ۱ 
۲ ۳ ۸۱ 
۳ ۱ ۲ ۱ ۲۱ ۳ 


ح( ۱ )۷ ( ۲۵-۶ (۱۸ ۱/۲ ع< 
طبق دمتورالعمل داریم : 


دستود عملی برای محاسبه وادون لك ما تریس ۲۱۳ 
هر گاه ماتریس ر و ماتریس العاتی آن ۷[ را باهم مثایسه کنیم ۰ 
رات ب 8 8۱ 8 
1 ی 3] 

81۱ رو - ۱ 2 
می‌بينيم که ماتریس ۱۷ از تعویش‌جای درایه‌های قطر اصلی وتفیبر علامت‌های درایه‌های‌قطر 
فرعی حاصل شده است , بنابراین برای تعیین وارون ماتریس مسربعی ۷۱۲ با تسوجه به 
۸-۱ کفی است جاک ورایدهای قطر اصلی را باهم عوض کرده و علامت‌های 


دراهه‌های قطر فرعی زا تغیبر داده سپس آنرا درعکس دترمینانش ضرب کرد ۰ 
مثال - وارون ماتریسهای زیررا بتویحید : 


0 


طبق دستور فوق دازیم : 


ول 


ی ۲ یه سم ۱ 

أ< تسایس سس ۸-۱ 
0 ه-]۱ ۲ ۷۷۲۰۵ 

۱۴۳ ۲ 


- 


۱- مطلویست حل دستگاه معادلات : ۳۷۷۲+ و 
۲۲۱ ۷۶ 
۳ 
» ماتریس ضرانب وارون ندارد و دستگاه بدینطریق دارای جواب نیست. 
۲ ۴ بدیتطر 


۴- مطلوبست حل دستگاه معادلات : 
۳ 


ات 
۱ ؛ درنتیجه دستگاه دارای چواب است . ۲۷۶٩1۲۸‏ 
۱ ۳ 


چون ه < 


چونا ۱۱ع< 


۱ أ 
۳ - مطلو بست حل دستگاه : ۲ 


۲۵22۲ 7 - ۳۶ 
و 


1 ۰ ۷-۷2 ۱و بر 


٩ ۵ ۶ ۳۲‏ ۳ 
هت || و ۴ بت و 
٩ -۱ ۷ 3 ۷۰‏ 
۸128 
پسادگی دیده می‌شود که : 
۴۸ ۳ ووت ۵ اد ,۳ 
۳ 12 لا وه عا ۳ ۷ و|-(۵ا 
۶ ۴ ۳۲ ۰۷ ۲ 
4۲ 71 ۳۲ رات وا 
۳ وب پ. 4۲ 2-۱۶ | ۱۶ 2 ۲ | 
ات + ۶ ۳۲ ۴۸ 


۳ بد ‏ 1 ز 
حال طرقین معادلة ماتریسی را در ۳۹۵ ضرب می کنیم : 
۳ ]۲ ۳ ۱ ۵ ات ۲]]۳- ۴ ۱ 


۳ ۴ ۱ ۳۰ 


دستود کرامر 
یکی ازموارد. استعمال دترمینان حل دستگاه معادلات بدکمك دستود کر امر مي‌باشد که 
آثر | درحالت سهععادله دسه‌مجهول بررسی می کنیم ومی‌توان آنر! برای حالت کلی نیزتعمیم داد. 
دستگاه معادلات بصورت : 2و ورط ره 
)۱ 62 ,۵ 
2ب لبط سا کم 


۱9۹ 


داده شده و دترمینان ماتریسس ضرائب آن مخالف صفر فرش شده است یعنی ؛ 
۰ بط ره 
۰ج[ به بط به [۵-804ع دترمینان ماتریس ضراثب 
۲ ۵ 
ستونهای این‌ما تریس ازچپ به‌راست به‌ترتیب‌ضر اب » » ۲ » و می‌باشند. دترمینانهای زیر را 
دترمینانهای متناظر بامجهو لهای بر ۰ و » 2 خوانده آنها را بهترتیب به شا + بو » مش نشان 
مي‌دهتد . 
۱ ۱ ,8 
درماتریس ضرائب ۰ بجای متون اول مقادیر ثابت آمده است : | ی بط 0 اع ید 
بط 4 
بل ۵ 
در ماتریس غقرائب‌بجای ستون دوم مقادیر ثابت آمده است : + 1 2 |360 رد 


درماتریس ضرائب بجای متون سوم مقادیر ثاپت آمده است ۰ ۱ بظ بو 04 ی 
بط بو 
دستور کرامر جواب‌های دستگاه (۱) دا به‌صورت ذیر ارائه می‌دهد . 


اثبات تسادی بالارا درزیر بیان می‌کنیم : 
ابتدا دترمینان ضر الب دستگاه را می‌نویسيم : 


طرفین این تسادی را در بر ضرب می‌کتیم : (هرگاه پخواهيم دترمینانی را درمددی 
ضرب کنیم کافی است آن‌را دريك سطر یا یكستون آن ضرب‌کنیم ) 


۱1۹۰ 


۰ 13 "5 
۰ 1 ره اع ۰ ۵ 
۰ 9 م8 
طبق قانون ۶ هر گاه بو برایر ستون دوم د 2 برابر متول سوم را برستون اول بیفزالیم 
دقرمینان تغییر نمی کند . ما ماو ره 
بط وه + ور پر ۰ ۵ 
ظ ی 
بجای ستون ادل دتر نان طرف راست ۰ طبق دستگاه (۱) » مقادیرهانْ را قرزرمی‌دهیم: 


6 17 ۸ 
به ط ‏ ب .۵ 
9 5 ۳ 
اد ۵ 
روش اثبات برای دستگاء و مجهولی نیز بهمین طریق است . 
+ 
دستور السل فوق برای حل دستگاه : 
1 
ابو 
به‌صورت زیر نوشته می‌شود : 
ظ ۰ 
دک ان 
وت رو ط ۰ ۳1 
۳ 28 
۵ ی 
ور 
2 - او ظ وا 2 
9 ۳ 


دستور کرامر برای حل و ممادله و و مجهول نیز درصت است ء 


۱11 


مثال - مطلویست حل دستگاه : 
۱ ۳۲2 4 ۳ 
وا 
۳۵ 
لیق دستورکرامر داریم : 


"۱ ۳ ۱ ۲ ۷ ۱ ۲ ۳ 1۱ 

۲ ۳ ات ۳ اس ام ات 

۸ و ۰ ٩‏ ۳ ۸ ۱ ۳ وب 
عوو ‏ ۷ ۶ ۳ 

۲ ۳ ۱ ۴۲ ۳ ۱ ۲ ۳ ۱ 

وا ات ۳ ات وت ۴ اس بت ۴ 

۱ ۳ 1 ۷ ‌ ۱۰ 2 ۳ 


که پس اژمجاسبه خواهیم داشت : 


(۱,۲۰۳)<( رو 


شرط وجود چوایهای غیرصفر برای دستگاه معادلات همگن 

تعریف مب هرگاه مقادیر ثابت یکدستگاه معادلات درجه اول همگی مفرباشند آن‌دستگاه 
را همگن گویند . 

دتگاه زیر یك‌دستگا» معادلات همگن است. 


7-2 و که 
۰ < 2 +۲ بط + عارط 
۰ص 6 ۲ ره 
برای تعبین جوابهای اين دستگاه گو ثم : 
الف - اگر ه عرل باشد طبق دستور کرامر دادیم : 
(۱) یا دت.د د شلد دی .۵ 
چون هريك ازدترمینانهای بش « بك « مش دار ای يك ستون صفر می باشنده پس طبق فانون 


ترمینانهای هر کدام برابر صفر است ۰ دد نتیجه‌تنها جواب دستگاه هبارتست از : 
ه علز ۱ ه ع ۱ << 2 
ب - اگر هد پاشد آنگاه دستگاه (۱) صورت زیر در می‌آید. 
مه و و لاه و هد ۰و 


۱1 


ر دارای جوابهای بی‌شمار خواهد بود. 
لذا شرط وجود جوابهای مخالف صفر دستگاه همگن فوف این است که: 


8 8 
۰حابظ بط بط 
6 6 


یعنی شرط وجود جوابهای غیر از صفر برای يك دستگاه همگن این است که دئرمینان 
ماتر یس ضر الب آن صفر باشد. 

قضیه ۱- مر گاه ۸ و 8 ماتریسهای مریمی باشند و ]--8 ۰۸ آنگاه ۸ وارون‌پذیر 
برده و 1 8۸ 

برهان- زیم || 9 [۸| > |۸۵3 | |1| > ۱ بس ز وادهنپذیاست. 
۱ ۱1 رد)۱ 9 (۱۵ه) 35 با براین: 1 ۱۸ ۵ ۸ 

قضیه ۲ -هرگاه در و ۴ دوما تریسو ارون‌پذیر باشندداديم : 

و۱ ها 
برهان - رتابرقضیه ۱ کافی است ابت‌کنيم ‏ ]-(۱- ۸1()87۱۸) 
برای اینکار می‌نویسيم : 


شر کت‌پذیری : ۰- 8( -1313) ۸ ۱ - ۱۸ )۱۸۳ 
تعریف واردن + ۰- 1۸رد 
نعر یف عضو بی‌اثر : ۸ 
تعریف واردن ؛ رح 


قضیه ۳- هر گاه ۸۵ وارون‌پذیر و ۸۵٩‏ ماترپس ترانهاده آن باشد داریم : 
۱۸ () 
برهان - دیدیم که "۸۵ "9 عد ا(ق۸) » دراین تساوی بجای 13 ماتریس 2۱ قسرار 
می‌دهيم می‌شود : 
ه)ع(۸۵-۱) 
(«) . ۸۵۸(اته)ع] 
این شرطل قشیه ۱ برقراد است پس : 
۱۸۱ (۸) 


1 


ما ثر سهای مقدماتی دعملهای سطری یا ستونی مقدماتی 

درتعیین ماتریس وارول ماتریهای مرنبه ۴ وبالاتر , معمولا از کامپیوتر با باشینهای 
محامبه استفاده می‌شود, برای اینکار: ماشین ماتریسهالی بنام ءانریسهای مقدماتی بکار می‌برد 
باین تر تیب که از خواص اين ماتریسها استفاده نموده با ضرب تعدادی از آنها درماتریس‌مفروضی 
آنرا به‌ماتربس همانی تبدیل می‌کند و از آنجا حاصاضرب ابن تعداد ماتربسهای «قدماتی که 


همان ماتریس و ارون موردنظر است به‌دست مي‌دهد . 


عملهای سطری مقدماتی: 

تعریف - روی يك ماتریس بثره عملهای زیر داء عماهای سطری مندماتی گر یند. 

۱- جای سطرهاي يك ماتریس عوض شود . 

۲- يك سطر دريك عددی مخالف صفر ضرپ شود . 

۳ مضریی غیز صفر ازيك سطر بدسطر دیگر اضافه گردد . 

اگر اعمال‌فوق بچای اپنکه زری سطرها انجام شود درمورد ستونها انجام‌گردد آنها را 
عملیات حتونی مفدماتی نامند . 


م۸ ۵ ۲ ۱ 
مثال : هرگاه ۵ ۱ ۴ 1۳ ۸ آنگاه بانجام دادن عملیات سطری‌مندماتی 
۶ ۷ ۴ ۲ 


۱ ۰ ۰۳ فوق روی ۸ به‌ترتمب ماتریس ,۸ د بر وب بدست می آید + 


۰ ۱ مه و۵ ۸ ۵ ۲ ۱ 8۵ ۱ ۴ ۳ 
۵ ۰۱ ۲ ۳اص۸ :]۵ ۰۱ ۴ ۴احبش ام ۵ ب ب .۸ 
م# ۷ ۳ ۲ ۲ ۱۴ ۶ ۲*۲ ۶ ۷ ۳ ۲ 

تعریف - هرمالریس را که با انجام عملهای سطری مقدعاتی رو ] بدست می‌آید 

ماقریس مقدمالی‌می تامنه . دترمینان هرماتریس مقدماتی مخالف عفر می‌باشد. 

انواع ماتریسهای مقدمانی مرنبه ۲ که یاا‌تفاده از اعمال-طری»قدهانی روی مائریس 


1 - 17 بدستآمده است عبارتند از: (10ع1) 


۱- تعویض جای دوسطر ماتریس ,1 : ۱ .8 
فرب یه سر باتریی پلد ۱[ ]اد ]سرت 


۱1۴ 


۲- جمی کردن مضرب ‏ باسطر با سطر دبگر 1 اد ۶ تیه 


نا 
! کنون خو اص این مات ۱ ای‌عر مات ۸ 
ن خو اص این ماتر بسهار آمورد بردسی‌ظرارمي‌دهيم . بر ای‌هرماقد یل ی 


چنین داریم : 
۱ ازضرب مائریس مقدمانی ,85 در ۰۸ جای سطرهای مالر یس باهمعوض می‌شولد. 


جر 


۲- ازضرب‌مالریس مقدمالی بظ در ۵ ؛ سظر ال بر در ع ضرب می‌شود * 


از سب 


» ٩ ۶ 3 


از ضرب‌ماتر یس «قدمالی .۴ در ۸۵ ۰ سطر دوم ۸ در »[ ضرب می‌شود ۰ 


زب 


۲ از ضرب‌مالر بس‌مقدمالی, ( در ۸ بمسطر اول ۸۵ : مضر بیاز سطر دوم اقزوده‌می‌شود. 


۳۳ 1 اس ِ 


۳ 


3 6 | (8 عا(ا ۰ 


۹ مد ً سم 


نتیجه ۱-هر گاء ماتریسهای مقدماتی ازطرف چپ دريك ماتریس ضرب شود آنگاه‌عملیات 
سطری نظیر به آن ماتربس مقدماتی روی ماتریس انجام میگیرد .  .‏ 

حال بپینیم باتمویض جای ۸ و زر[ چدتغییری درحاعلضرب انجام می‌شود ‏ 

۱- ازضرب ‏ در .] جای هو ستون ۸ باهم عوض می‌شود . 


9 


۱1۵ 


۲- از ضرب ۸ در ,۲ ۰ ستون ال یا دوم ۸ در »1 ضرب می‌شود . 
دا و1 1 ۶ و] 
ِ ۸5 
8 6 ل پا" 
عاا و ۰ ۲ 8 
۳ ۱ تلم 
۰ 41۱۰ »۱ 
۳ ازضرب ۸ درم]» برستون دوم بااول ۸ مضربی ازستون‌اول یادوم اضافه می‌شوو , 


0 1 ۳ تم 


با »ال عا] 
عط+و ۰ ۱۱ظ ه3) 

۳ ۱ 
عقبما زد ال 


تتيجة ۲ - هر گاه ماتریس مقدماتی ازطرف رامت دريك ماتریس ضرب شود آنگاه عملیات 
ستونی نظیر به آن ماتریس مقدماتی روی ماتریس انجام می‌گیرد . 


ماآر_سهای مقدهاتی مر تبه ۴ 


و ه 


هِ ۱ 
درزیرما تر یسهای‌مقدماتی مر تبه۳ اداصا ط دای ۱۰ ۳ دم 


نوشته‌شده است : 


۱- تءویض جای دوسطر + 


۱ ۰ ۰ هو ا و 
و ۰ ؛ اه ۱ ۰ ء اه ه ۱ احص.ظ 
و لب ه ۰ ۱ هو و 


۳۰ هه ۱ 
۱ 0 ؛ اه کا وه ء اه ۱ ۰ ۳۲ 
ع .۰ . و ۱ و ۰ 


11۶ 


۳- جمع کردن مضرب 6 يك سطر برسطر دیگر 


۴ 


سس 


سا 


دراینجا نیز اگر ۸ يك ماتریس مرتبه ۳ باشد داریم : 

۱ 8 ؛ جای دوسطر ۸ دا یاهم عوض می‌کند, 

۲- هر . يك سطر ۵ دا در عدد 1 ضرب می کند . 

۴- 8۸ ؛ ضربی ازيك سطر ۵ برسطر دیگر میافزاید از تغیبر 3 به رظن : تغیبرات 
متشابهی در ستونهای ۸ حاصل می‌شود . اندیسهای ماتریمهای مقدماتی انتخابی است . یعنی 
دلیلی تدارد که ما همیشه ,9 » بظ : بط دا بهترتیب فوق بکار بریم .. 

به‌طور کلسی : برای بدست آوردن ماتریس 6 5 ( با زق۸) کافی امت عملی را که 
ری ] انجام می‌دهد روی سطر (باستون) ار انجام داد . 


مثال : با استفاده از ماتریسهای مقدماتی معکوس داتریس ۲ 1 ۷ ]دا حسابکنید 


(روش ماشینی ) ۰ 


ع ۰ ۱ 
:۱ 
زا هم ه 
ار 
۰ ۱ « اب13 
عا ۰ 


چام زا 

5۸ ۳ 
۰ ۱ 
۱ 

۴5۸ < 
۳ 


وزز 


٩1 3‏ ۰ ۱ ۶ ۰ ۷ 
ی از هم 
۱ ۰ :۰ 9 


۲ ۳ 
وا 652,50۸-1) 


و باتوجه بهاینکه 1 ۱۸ ۸ و ۱ ۵ تحصر بفرد است نتیجه میشرد : 


۱ ۱ 
و اب ۱ ۱ ۰ ۱ 
| ۱ ۱ أ 1 ۱ 1 ۱ تن وت ف 
۱ ه ۱ ۳- ۰ ۰ 
1۳ 
۱ ۱ ۵ دک 
ً ده 


۱- واردن هريك ازما تریسهای زبررا پیدا کنید . 


۲- هرگاه داشته باشیم : 


مطلویست تعیین : 13-۱ ۰ 8 » تقو , ولو 


۳- دستگاه معادلات زیررا با استفاده ازماتریسهای و ارون حل کنید 
۴ ۷۲۷+ ععهج ط و و 
۴ و۱ ۷۲ و و4 ۷-۲ ۱4 

و #۶ وج ور 

۴- دستگاه معادلات تمرین ۳ وا با استفاده از دستورکر امر حل‌کنید . 


۳+۳ ۳ 


۳۹9 ۲ - ۵7 «۵ 


۱۱۸ 


۵ وادون ماتریس ار دا حساب و دستگاه مر بوط دا حل کنید. 


۳ ت ۴ ۴۳ ِ- 
۰ |-| ۲ ۵ و | عطق 
4ج 7 اس ۳ ۲ 
۶ ماتریس زیر مفروض است : 
۶ ۳ ۲ 


۲ و ۴ 
۸۰ و ۸۳۸ راحساب کنید و از آنجا پامحاسبه نشان دهید ۸ب ۸-۱ 
۱ ۳۹ 


رِثِ را قسمی تعیین کنید که دستگاه زیر دارای جواب غیرصفر پاشد . 


دوو- ۲ 
۲-2۰( و 
۲2 4 و ۲ 


۸- چهرابطه‌ای بين و ۰ و6 برفرار یاشد ثا دستگاه زپر دارای جواب غیر صفر باشد. 


مد و۵ + و ۵ 
۰ و و وم + 2 
۰ 2 4 وو+4 جع 


4 _ مرگاه 13 يك ماتریس وارون‌پذیر باشد ء ثابت‌کنید , 


ابف - اکر 198 -- 138 , آنگاه 13-۱۳۲ -- 1712-۱1 

ب. باتوجه بعکم الف ‏ اگر 8-۱ ص) » آنگاه آع 
۵ ثابت کنید که اگر دوماتریس ۸ و 18 نمویض پذیر و وارون‌پذیر باشند ماتریسهای 
۸-۰ و 8 و همچنین ۸-۱ و ۱[ نیز تعویض‌پدیر ند . 


۱1۹ 


۱ الف - اگر گر ماتریس مر بعی وارون‌پذیر باشد ثابت کنید: 


۱۸۰۱ 
ب- اگر شر متقادن و دارون‌پذیر با هسازه‌های ۳ (۱ -) < ررش ثابت کنید: 
ترش زره 


۲ هر گاء يك ماتریس مریم وارون‌پذیر باشد ثابت‌آلنید 
۸-۱-۸۸ 


۳- ثابت کنید واردن ماتریس : 


ها .۰ مه و 042 
۰ ۰ من بههاه و8 م4۵ 
0 مات ۱ 0 ۰ 


ماتریس ی - هر 8-6 است . 


۴- وادون هريك از ماتریسهای دست چپ زیر دا به دست آورده و از آنجا واددن ۸ 


را حساب کنید. 
‌ 2 ۱ هِ ۰ ۱ خن ۱ 
+۱4 ۲۶ | <ه۸ ۱ | ؛ | ب و« 
٩ | ۰ ۲ ۱‏ لا و و و ۰ 


۵- ثابت‌کنید 


۵ - ۲۵ 9 +1 0 ( ۸ 
۵ -1) ِ وس 
: 0 ۰ ۲۵ لو 1 9 


۶ ثابت کنید که + 


۷ هر گاه داشته باشیم : 


۹ ف ٩ ٩ ۲ ۱ ۱ ۲ ٩‏ 
؟ ۱ ماع زا رب ماصحط]؛ اب مب ماه 
۱ 3 7 1 0 ۰ ۳1 ۲ ۲ 


ماتریسهای مقدماتی ,»ر ؛ ب» 0 را باقسمی پیداکند که ۸-19 ۰ 6 ح تا 
و ]او . 


۱ ۰ ۰ 


۸ مرگاه .و و | با اعمال مقدماتی روی ۸ ماتريس 3 را به‌دست 


۵ ۰ 
آورید : 
4 ۱+9 
4 ۱+8 ۶ 8-1 
8۱ ۰ 


شند نشان‌دمید وه قز۱ هه ۸2۱ 


٩‏ -ا گر ۵ و ظ متفادن وادون‌پذیر و جا بجا با 
و ۸۱8-۱ مقادن هتند, 
۰- فرض کنید ,ی په بش 26 و ۷ ماتریسهای وربور و ۴ ماتربس اول دارونپذیر 
باشند ثابت کنید ما تریس مش( ,شرع , < لا و ادون‌پذیر است 
۱ اسر نز ماتبریس مریعی وارون‌پذیر و 8+ و 8- کر نیز وارون‌پذیر باشند 
ثابت کنید: 
( +۱۸ ۸(ظ -ه) ع (13 ۱/۸ ه(3 1۱ ۸) - الف 
( (ظ هروه ۲( ۱۸)۸4۲ 8 -۸۵) -ب 
۲- ار ز) وادون‌پذ بر باشذ نشان دهید برای هرماتریس 6 هم مرتیه با رز دادیم: 
10707۱2۱ 
۳- فرض کنید گر یکک ماتریس دلخواه ‏ 6( و 2) یکث ماتر یس وادون‌پذیر 5 ظ 
باشد ثایت کنید 
0۸۵ 
۲۷- اگر 8 ماتریس مریمی و ۸1 یکك مضرب غیر صفر ماتریس همانی باشد نشان دهید 
۸ < ۸8- 


تبدیل درصفحه با استفاده ازماتریسها 


۲ 8 ۶ 
ه رگاه‌ساتریس‌مربع عء ۸ را در بردار ستونی به‌صورت زير فرب کنرم : 
0 ۰ 2 


بردار ستونی جدیدی س 


]سب مي‌آید : 
/ 


۰ ۱ 
[ سس 


می خو انند نقطه (,) تحت ماتریس ‏ هنت (او) تبدیل بافته با بر (او,ع) تصویر 


که می‌تویسند : 


شده است به‌عبارت دپکر ماتریس ع نظیر يك تابع 1 بصورت زیر است : 
1:1 


۳ 


و با 1۲ : ر1]۲ 


معادله ماقریسی (۱) را به‌صورت : 


اش میت 


9+ ۳۹ 
نوشته آنها را معادلات تبدیل خطی درصفحه می‌خو اند . 


عثال- تبدیل یانتهه‌ای (تصویر) نفاط (۰ر)6 ۲ 0۱ (8)0,۱ را 
۰ 
تحت ماتریس ۱ -ه به‌دست می آید بیدا کنید . 
۲ 


بلور کلی نبدیل یافتد يك خط مستفیم تحت ماتربس ۷ > ۲ خطی است مستقیم (چر ا؟) 
پس‌مربع واحدد ]0۳00 درال بالا تحت ماتریس ۸۵ به ستوازی‌الاضلاع 0۳018 
تبدیل میگردد . 


+1 
مترازی‌الانلاع 0۳۷0 + مربع 01۳018 
بنین معادلات تبدیل درمثال پالاعبارتند از : 


۳ 


0 1 
پنی هرنقطة دلخواه (و,<) ۳ ۱ بهنقطة (و +۲ ,عد) تبدیسل 
۲ 


می‌شود . 
در این قسمت ماتریس متناظر باهريك ازتبدیلهای‌معمول درهندسه مسطحهدرا پید امی گنوم. 


» ۹۹ ۳ 
مالریس تجانس سم أ -081 ر ۱ اس دو پردار باشند. پدطودیکه 


/ / 
4( -۰ ۰0۲۸ نقطه "8 را مجانس 1 با نسبت ط مي‌نامند . بتابراین : 
081-1001 
۰۲+عصاحت د] ۹ 3 
۱ چت جح 
+ ۰ ۳۹ / ۳ 


ماتریس ضرائب مجهولانت دستگاه (۰)۱ یم ماتروس اسکالر : 


7 ۳ 


را ماقریس تجانس می‌خواند . 

اگر ۱<ع تصویر بزرگ می‌شود و اگر ۱>یلکه» تصویرکوچك مي‌گسردد در حالت 
۱ عا تصویر تغیبر نمی‌کند. (در حالتی که ۱ - ع< ‏ باشد تصویرقرینه کل نسبت به مرکز 
تجانس می‌باهد)- 


‌ ۳ 
مثال- تبدیل مربع واحد 0۳018 را تحت ماتریس ۱ 


۱ به‌دست آورید . 


۰ ۴ 


حل ]| 
سس | 


مالریس دوران حول مبدا مختصات - در کاب ریاضیات جدید .ال‌دوم » ماتریس دوران 
حول مدا درجهت ششبت وانداز؛ زاویة 6 را به‌صورت زیر بهدست آوریم , 
اعلا- ‏ وی 
و1 
0 0« 


هرگاه دراین ماتریس ۰ 8 را به 0 تبدیل کنیم ماتریس دوران حول میدا و پاندازة زاوین 8 
3 جهت مثبت به‌دمت می‌آید : 


۱۴ 


مثال 1- تصويرنطة دنخواه (ورع) ر؟ پس‌از دوران نفاط صنحه حول مبدأً مختصات و 


باندازه زاریه ۵ به‌دست آورند . 
حل - هرگاه (اووایو) , ءختصات تبدیل یافته زو,عر) باشد داریم : 


> ]1 #0- ۳ 0 
۳ ۳ 1۷ 
ی 


۱ 


که پس ازفرب » (/ماید) بهدست می‌آید : 


مثال ۷- عسر گا» ( اور د) . تبدیل یافته نقطه (چرعد) ازصفحه پس از دوراّ بانداژ؛ 0 


حول مبدا مختعمات باشد مختصات (ورید) را برحسب ( ال ) بنویسید 
۷ 
حل- کافي است م٩1‏ دا دد زر ضرب‌کیيم : 
4 


که پس ازضرب می‌شود : 


امه + 0ومه اعد بر 


0و ۶:94 - ع و 


گ 
ماتریس اتتقال - بر اکه مس تایع زیر را دادیم : 


راکه پنام انتغال در امتداد بردار ۱ ِ أ 
موسوم است متناظر می کنیم. 7 

ابن تبدیل با استفاده از ضرب 
ماتریسهای۲ هر ۲ انجام پذیر نیست‌زیر اء 
.ثلاه نقطه (», ه)نحت ماتریس۲ ۲ 
بر خودش منطبن‌می‌شود درصورتی که‌در 
انتقال ۰ نقطه (,ه) تخمیر مکان پیدا 
می‌کند . ابا اگر بعنوان معا ماقریس 
۳ زیر دا در نظر بگيريم : 


٩ ۰ 6‏ 
۹ ۶ ۱ سردم 
٩‏ مه و 
توجه کنیم که : 
+ ۶ ]اه مه 9 
شذ ۵ (ع| وااط ب . 
۱ الا ه . 


ماتریس روم" مرنقطه از صنعه موازی ۲ و ارتناع واحد زا بهنقطف | و۲ 


1 کر رت 
از این صفحه می‌برد اما نقطه تصویر قائم نفطه + بر صفحه پومیر ات 
+7 ۱ 


داین مانند این‌است که ماتریس ریم" هر نقطه (ووید) از وید را دتم (وژ ‏ چوپ بم) 
۰ 

می‌برد . بمبارت دیکر هر بردار سب ۱ درصفحه متتاظر است با ماتریس رو.ی)[ بنابر این 
1 


ماتریس روزی) ]1 را ماتریس انتقال درصفحه می‌خوانند _ 


۱1۶ 


۳۶۱۱ << 
(۱ ی سس تب 


(ط+وعبی) 
ِ- 
هثال - ماتریس انتقال نظیر بردار عبارتست ‏ 


۳ و اعد ]1 
۱ ۰ 
اپن ماتریس هر نقطه (1و2,3) از مفحه موازی با وید و بارتفاغ يك را به نقطه 
(۱ وم + ,۱ -ع) تبدیل می‌کند عمچنین ملاحظه می‌کنيمکه : 


۱ 


4 
اس و اس هو ۱ 
۳ <| ۲ ۴۱۱ 5 
۱ 1 ۱ 9 


ماتربس تبدیلهای «توالی (ماتریس تر کیبهای متوالی) - فرض کنیم نقطه (/,5) تحت 


۳۹ ۳ 
ماتریس یدنق (ورد) و نفطه ("9) تحت ماتریس 


یه نقطاً 
1 


1 8 


(۳و,) تبدیل شود یعنی : 


۳ دای ور 1 مقادیرشان از () داقرار دهیم خواهیم داشت : 


یاه له 
۱ ۳ 
تساوی (۷) نشان مي‌دهد که ماتریس ۲ ۲ رنه ۳ ِ ۳0 


منتقل می کند و این در حالت کلی قایل تعمیم است. یعنی هر گناه نقطة ۸ تحت ماتریس 1 به 
+۵ ۵ ۵ تحت ۲ به بش ونقطة .۸ تحت م۲ به بش و ...9 ,یه تحت ,۲" به بش منتفل 
شو ند خواهیم داشت: 
مه( ۵۰۰۰۰ بش1 (۳) ۲۲۵۱۸۱ ۶۸۱۸۲۱ ۲:۵ (۱) 
ا گر دد تساوی (۲) بجای ,۵ مقدادش‌دذاز تساوی (۱) فراد دهیم و سپس دد (۳) یجای پی۸ 
بقدادش ر ابگذ اریم و بهمین تر تیب ادامه دهیم می‌شود: 

2۸ (,1:۸):] تس 

بشت ,۵( 1۳) 

۸ ,۳(۸ )1 -ب 


۳۳۹ ]ده 
یعنی ماتریس ۰7 ۰و[ ستقیمً نفطة .هر دا به بم می‌بود. 


۱۳۹ 


تبصره- ار معادلات تبدیلات خطی (۱) و (۲) دا ینویسم و همان کاری را که درنودد 
ماتریس انجام دادیم ددمودد معادلات نیز انجام دهیم ینی در (۷) بجای اعد و "نز مقادیری اذ (۱) 
قراد دهیم و سپس ساده کرده معالا ماتریسی آن دا بنویسیم نتیجه می‌شودا 
۳ ۳ بات 
اس لوط 9 ۵6 ۲۵ 
که با مقایسه(۴)د ترجه به اینکه هرتبدبل‌درصفحه تنها يك ماتریس منناظر دادد اتیجه می‌شود 
یت ۱ ۲ ۳ ٩‏ ۲ 
0 4 اج 6و( 78 4 0( ۲ 
که ود توجیهی برای عمل ضرب ماتریسهای ۲ > ۷ است. 
مثال - با استفاده از دورانهای متوالی » نمبتهای متلثاتی (8 9:10 ۰( )هه 
را به‌دست آورید . 
حل_ فرض‌کنيم نقطذ (ترع) تحت دودان بر به نقطة (اوراد) دنتطة (اراط) تحت 
دررانوا! پدئتطة ("و,"ید) تصویر شده باشد. یعنی : 
۳ 2 ۳ ۳ ۳۱ ۳ 
"۳ ۳ " 
ان ۲ 8" 7 اه ند 
طبن آنچه کنته فد ؟ و٩1‏ + مستقیمتقطه (ورع) را به ("وواعد) تیدیل می‌نماید . یعنی : 
7 / ) ۳ 8 ۳ 
0( ِ 
۲ #7« تا اد 
دراینجا به نقطه (وریر) دو دوران متوالی ؛ هم‌جهت وءثیت باندازه‌های به و 6 حول و داده‌ایم. 
بنا بر این مثل این‌است که ما به ( 7,ع) مستقیماً دورانی به‌اندازه (8-+64) داده‌ایم . یعنی‌ماتریس 


رو دی نقطه (زریا) را مستقیماً دوی ("۳,") تصویر می‌کند . 
۳ ۷ (۵ +4 )هواس و 
۳ زوا (وجعسه . (۵+عاهد 


اذمتایسه (۱) و (۲) وتوجه باپنکه تساوی به‌دست‌آمده بر ای همد مقادیر (۲,ع)ازجمله 


برای (۱,۰) نیز درست است خواهم داشت : 
0 زج 4 6) توس ۳ 
|[ وجمه وجعه 


1۳۹ 


0 ۱۱ 
»راومه ۷ ۳ ۳ 
زر یا پسازضرب دوماتریس مریم طرف راست می‌شود : 
(4+۶)- (۵ )وه 
۰ (9)2+۲۵ (8 +00« 
0 ۵ - 02۵00 وم 
۰ هه ووه ( 0هع ماو 1 
ریا پسازضرب به‌دست می‌آید : 
1 4 ۱ (۵ + )وه 
و مومس[ ۳۷۹ 
که باتوجه به‌تعریف تساوی دوماتریس حاصل می‌شود : 
تاه - 8 ومتاویت < (8 4 )وم 
8 یمه + 98و۳6 -<-(2 ]ماو 


ماتریس تقادن نعبت به‌محورها و مبدا مختصات - مرتبدیل خعلی درصفحه را به‌صورت 


ذیر نشان داد 
۲ ۱ ۳ ِ 
۳۳ جح 
۳1 ۲ ۶ و 0 


عسرگاه قرینه (چرعو) دا به ترتیب از چپ به‌راست نسرت به‌مجور »و ها . و ها و مدا 
مختمات به‌دست آدریم خواهیم داشت : 


رل 
(رر«ا۸ 1 


۸ 


۱۲۰ 


در الف » طولهای ۵ و ۵ مساوی بوده ولی‌عرضهای آنها فرینه یکدیگر ند پس‌بعادلات 
تقارن نسبت به محور بد ها عبارتست ‏ 


که ۱ ۳۳۹9 ۵ 
5 بچت اد 
کا لوالا ه ۳ الا 
در ب » عرضهای ار د ‏ مساوی بوده ولی طولهای آنها قرینه یکدیگر ند پس‌سادلات 
تقارن نسبت به‌محور وها عبارتست + 


ٍ ۶ - وه لا اد پرست کم 
و 
۲ وال ء وه مس 


در ج » طولها و عرضهای ۸ و لر هردو فرین یکدیگر ند : 


۹ ۰1 ات لاه ار اس ست ورس 
"۳ نش بچت 
تالا ه وس وه < و 
ماتریس ضرائب » درحالات فوق ؛ به‌ترتیب ماتریس تقارن نسبت بامحور ها » و ها 


ومبد آمختصات است , 


عاتریس تقارن نسبت به‌خط - عمانطور که در موزد ماتریس انتقال در صفحد دبسديم : 
ماتریس‌های تقارن نسبت به‌مجورها ومبدا مختصبات درصفحه‌ای به ارتتاع واحد و مواژی صقیده 
چنین است : ۱ 


زیرا» هريك از اين ماتریسها نقطف | ۷ | از صفحذ موازی چویورا به | 9 | درایسن 
۱ ۱ 
صفحه یدیل می‌کند که تصویر قائم آن برصفعه ومع عبارتست از (او و کا) , بتابراین مفل ‏ 
این است که هرك ازماتریسهای ۴۱۳ بالا نقطهٌ (لو و ع) را بر ( 1۳ و اعتصری می‌نماید . 
الف - تقارن نصت به خط 8 9 سابرای تعیین‌ماتریس تقارن ندبت به‌خط هد و بد 


۱۳1 


ترتیب زیر عمل مي‌کنیم : 


۰ 
ات | ] خد مورا ور من :یال 
8 سح 
(و- ,م1 می‌باشد : که مرنقطه (۱ و ۲ د عر) را به‌صودت زیر منتقل می‌کند : 
۳۹ ‌ ۰ 8 .1 
وس و |عد| ۶ || وت ب و 
۱ 1۳ ۱ هو 


۲- قرینة تصویر جدید را تست به‌محود یو ها درسفحة موازی ویر به‌دست می‌آدريم. 


۹ 1 4ب 1 

۶ | هو كِ 

1 ۱ تب ۰ 
۰ 

۴ سس أ صفحه را به‌حالت اول برمي گردانیم . 

8 

۷ ۴ ۰ ۹ 1 

۲8۸-۲ |د| سوه با ه 

۰ ۰ ۱ ۱ ۱ 


نقطةٌ (و- و۷,ع) قریده (لوریر) نجت به 8و بوده و ماتریسی که این تبدیل انجام 


می‌دعد حاصلضرب سه‌ماتریس فوق‌است . 
ماتر یس تقارن‌نسبت بهخط : هد ۷ پرابراست‌با : 


و ۱ ۰ ۶۰ ]اه وه م ۱ 
1 و ا اوح بو وه بت ماو و وه 
۱ ۰ ۱ ۵ ۰ ی ۱ موه 


ب - ماتریس‌تقازن نت به خط و یر سب در اینجاابندا به‌صنحه اتقال زور" 
می‌دهيم تاخط برمجور و ها فرارگیرد ؛ سپس قریته نقاط صفحه را نسبت بهءحور و ها به‌دست 
مي‌آوريم و درآخر با انتقال رمبی/۳" صفحه را بحالت اول برمی‌گردانيم ماتریس تر کیب 
اين سه آیدیل جاصلضرب این سه‌ماتریس امت . 


8 هه ا سد هرد (و: . ٩,‏ ه ه ستت ت ۰ ۱ 
۰ | ه ]اه و وه ما وه 
و هم هه ۱ ه || هو و ها وه 


۱۳۲ 


ج- ماتریس تقادن نسبت بهخط ام و _سی‌اگر چه تعیین اين ماتریس به‌صورتهای 
فوق «یسر است » دلي ما دراینجا ازردشی که ددسال دوم برای ماتریس دوران گنته‌ايم استفاده 
می‌کنیم . خط مزبور به‌صورت ۰ #واید و که با محور بو ها زاوید 8 مي‌سازد درشکل زیر 
فسرینه_ نقطه (هرو) 8۳ ثسبت بهخط 
#واوع و . نقطه ۳٩‏ است که مختصات 
آن با استفاده ازمغلث "1۳ به صورت 
زیر بهدست می‌آید : 

09۱0-۰0 ۷( ۱ سد 016 ع< او 
۱ ۱۱ 16۲ وو 


و 
9 ۱ 
9« ۲ ب 


که بنابرآنچه درسال دوم دیدید ستون چپ ماتریس ققارن درخط «زبوراست . همچنین قرینه 
نقطهُ زیری() نسبت بط 8ودورع و نقطد () است که مختصات آن با استفاده از مثلت 
"من شکل زیر ۰ قابل محاسبه است. 


(۲۵ - )وم( ۱ > 06 ب 4 
)٩۰ -10( -- - 0‏ ۷ ۱- < ک 6 7 
و ب ه 
بعنی : 
۳0 
0 
(۲۵ومه- ,00۲۵ 


1۳۳ 


که طبی آنچه درسال دوم دیدید ستون راست ماتریس تقارن در خط ۰ 0وایر عد9 است . 
بنابر این ماتریس تقارن در خط 540 و عیارتمت : 


5 09 0 
۱ 


لد کر ٩‏ هرگاه ه 0 : ۷۵۴ ۰ 2-٩۰3‏ با 02۱۳۵۴ بگيريم» بترتیب‌ماتریس 
تقارن درمحور عد هان. درخط وود و درمحور ۲ ها و در خط ور و بهدمت می‌آید , 
تذ کر ۲ - ماتریس ,8 فوق» درتر کیب با ماتریسالتقال بهصورت زیر نوشته می‌شود : 
۰ ۲0و 0 
۰ وم ۲۵0 | 5 
و ۰ ۰ 
- مالریس‌نقارن نست به‌خط 1 9حد 7 مه بر ای‌تعیین ماتریس تقارن نسیت به‌خط 
0+ - ۷ کافی است با انتقال رم- ,)7 + خط دا به صررت 108 < لا بیرون آورده » د 
یا استفاده از ماتریس قبل ماتریس تقارن در این خط را بتویسیم و سیس با انتقال روم[ 
صفحه دا به‌وضع اول برمی گردائيم ما تریس مز بور بایتصورت محاسبه میشود , 
۲6۱-0 5 < وبم]ع ۹ 


هو و ۱ ۰ 8۷۲9 ۲9ممه ه ۱ 

و یا : و ۲9و - ۲9و ۱ ماع 5 
۱ وه ۱ ه‌ ۰ وه ۵ 
سس سب ات 


0- :م1 5 16۰9 
که پس‌از محاسبه حاصل میشود : ۲0وی 0 _. ۶۲8 
(۲6یم+۱)ه .۲0و - ۵ | و 


۳ 


۱۳۴ 


ماتریس متعامد - ماتریس‌وارون پذیر هرا يك ماتریس متعامد ناهند خرگاه ۱- ثربر ابر 
ترنهاده‌اش "۵ باشد ۰ ببارت دیگر "۸-۱ . 
هريك ازماتریسهای ذیر متعامد است . 


تنگم 
۳ ‌ 4 ات ٍ 4 ۳ 
۲ دبا ۷۳۱ ۵ ۵ 
۳ تیا ات ۶ 
۴ ۲۰ ۱ ۲ ۷ ۵ ۵ 
لا ۴ 
زیر : 
فا | ۱ ۳ 
ٍِِِ ه‌ 3 1 
9 و 3 
ه‌ِ ‌ ۵ 03 
۳ 
۷ ۷۲۱۷ ۷۳ 
تیه ۰ اه 1 
۲ ۰ ۱۷۲ ۷۲۱ ۰ ۷۲| 
2 ۲ و ۱ ۲ 
فا ۱ ۳ ۳ ۴ 3 3 
۰ کب 3 ۲ 
ِِ_ ۳ ۳3 اس جات بح ء. 
۳ ۴ ۳ ۳ 3 
وه ۰ 
:1 ( ۱ 
۳ ۳ ۳ ۳ ۱ 


وب کیهای مالر بس متعامد 
۱- ار کنيم بر د 13 دوماتریس‌متم‌امد هم مرتبه باشتد بنابه‌تعریف داریم: 
۳۲-1 - "13 و ]۸۸ ۸۸ 
همچنین داریم : 
۸ ۸۲()۸۲(۳) 
)<< 
۱۳۵ 


"۸ 
شش 
كت 
بعنی حاصاضرب دوماتریس متعامد عم مرتبه دود يك ماتریس متعامد است . 
۲ معکوس يك‌ما تریی+تها مدو تر انهاده‌يك‌ماتر یس‌متعا مد خودماتر بسهای متعامدند.(جرا؟) 
۴- دترمینان بلماتریس متعامد برابر و2 است ذیرا : 
| 
چرن دتر مینانهای ۸ و ۵ برابرند پس : . 
بخ سه اج ۱ | جسل1|-۳ هاچ نس[ | ها 


۴ ماتریسهای متعامد هم‌مرتبه با عمل هر تشکیل يكگروه می‌دهند. (چرا؟) 


طول بر داد مکان 
درهنده تحلیلی دیده‌اید »که اگر ,۲ و ,۷ دد بردار باشند که بردار مکان آنها 


[7]- 3 [2]-۷ باشد داریم : 
1 ۸ 
[[6 6۳7-۲ ۷ | طول ,۷ 
,جع ۷|-- طول ,۷ 
ازطرفی باتوجه بهتعریف ترانهاده داریم : 
[3 سدع | ؟ ]زو > 
بامقایده (۱) و (۲) : 
1 


۳() > |۱۷۰۱ 
همچنین درهندسه خو انده‌اید که 
)۲ و۷ ۰ ۷۱ 
و درمحاسبات ماتریس نیز داریم : 
9 11 جرعت | ]زو ۶]- 3۳۷ 
۹ 


۱۳۶ 


با مقایسه (۳) و (۲) : 
۷ 

و پاتوجه به‌تعریف ضرب اسکالر » شرط لام و کافمي برای آنکه دوبردار یز و لا برهم 
عمود باشند آن است که ۰-- 17۷ 

تبدیل متعامد و وی کیهای آن - هر تبدینی 

که ماتریس متناظرآن متعامد باشد تبدیل متعامد نامیده 

می‌شود . اون تبدهلات دارای ویو گیهای زیسر ند + 

- تدیلهای عنباهد ول «اثابت نگهمیدا(ند. 

۲- تبدیلیمای متعامد زاویه «ثا بت نگهمیدادند. 

2» 


برهان :۱ - اگر 5 برداری باشدکه تحت تبدیل متمامد ۸ قرار گرفته باشده داریم؛ 
<مریع طول برداد > 
اگر تبدیل یافته ی[ تعت ماتریس .۸ را ۷ بخوانیم داریم : ۷ 
وی ۷( ۳9 ۲۱ 
با توجه بهاين تساویها می‌نویسیم + 
۷ مربم‌طول ۷ 
1 
مربع طول 6 ع عز اعد 
۲- هرگاه 8 زاویه بین‌دوبردار و لا و ٩‏ زادیه بین دوبردار 2 و ۲۲ » تبدیل‌یالته 
آنها نحت تیدیل»تعامد کر باشد داریم؛ 


1 ۷ 
۳۳ و از 72 
13 ی 0 
1-۲-۲ ۱ 


۱۳۲ 


ازطرفی : طیق تعریف ضرب داخلی داریم : 3 


1.1 
0 و۳ 5 
ویا باتوجه به‌مطالب خوانده شده : 
۵4 
‌۲( د و 
1 ۳« 
د بهمین ترتیب زادیه بین 27 و ۲" بدست می‌آهد : 
0 ۷ _ 2۸۸۷ 7 
چرا؟ 49 ۳ "۳ "۳ 
2 


از مقاسه (۲) و (۳) نتیجه می‌شود: #ومه .6609 که با ترجه به‌محدب بودن زاویدها 
دادیم: 9« 


8 ۲ 


شرایط متعامدبودن یلك هاتریس ۲۷ - مس ]رات مک 


۸ بخواهد متعامد باشد باید درشر ایط زیر صدق‌کند : 
]4۱ رو ] هر 


وه 
۱ 


او 
)۱ 0 4اه 
948-۱ 


ازتساوی این دوماتریس نتيجه می‌شود : 


اکره وع اعدادمتیتی‌باهند: آنگاء » چزاوده چز ام وچرن۱ ام اه » پس کم 


۱۳۸ 


و اکاه وا ایک اس و ایک ویک ۱ وبه‌همین‌تر تیب ۱ کیک ۱ - >> 
بنابر این می‌توان قرف کرد که : 
)۲ طارص اس ۲وم دیا وم و 
این متادیر را در دومين تماوی دستگاه قسرار داده و جوابها را در فاصله ه تا ۷۶ به دست 
می‌آدريم : 
2۰ (9 - 0)وومچتهه > ۰69 +4 موی 


۳ گس 9 وحسلت 60-٩‏ 
۳ 0 - وجست-و-6 


بتابر این فقط دوماتریس مریع مرتبُ ۷ متعامد. وجود دارد وآنها عبارتند از : 


9 مه ومع 
-] و - ۸ 
وس #جاه اوه 0 


که گر ماتریی دوراتی بانداژه 8 حول میداً مختصات و غیرمتقارن است و 18 ماتریس تفارن 
نمبت بفخط ‏ پویرست بو و متقارن است . درایه‌های ۸و۲ با استفاده آزدفروضات (۲) وشروط 
۳ 


(۳) و (۴) محاسیه شده‌اند., آزمحاسبه ار نیز به‌همین‌اتیجه می‌رسیم, 


شند آنگاه 


نتيجه : عر گاه ماتریس مرتبة ۲ ۸ متعامد بوده و ۷ و لا دوستون‌آن 
۲ و اعد ۷۳۷۷ « هعد لا . و بالعکس اگریر ای يك ماتریس مرتبه ۰۲ ۸ با 


ستونهای ‏ و لا داشته باشیم :طوریکه ا ‏ دلا ۱ ۱ 0۲ آنگاه ظ 
يك ماتریس متعامد است (چرا :) 


تبصروه باید توجه‌داشت که نقط دو نوع ماتریس متعامد مرتبه دوم دجود دارد و 
ماتریسهای دیگری که درتمریف متمامد صدق مي‌کنند ولي‌شکل ظاهری‌آنها به‌سورت‌قوق‌نیست 
باقدری تامل قابل تبدیل به‌یکی ازسورتهای پالاست . مثلا : 


0 9ومه 
۱- ماتریس| ]سبخشتی متعامداست کهز او ی دوران‌آن0- است. 
0 0 - 
وه 00 
۲ ماتریس ۱ سد .] ک-4 از تعویض ستونهای ۸ با هم به دست 
0ج 0ورو 


می‌آید يك‌ماتریس متعامد است ( درتمزیف متعامد صدق می‌کند ) ولی‌ظاهر ا نه ماتریس دوران 


۱۳۹ 


است ونه‌تتارن دريك حط مفروض. اما درزهر می‌بینید که ,18 يك ماتریس تقارن نسبت به‌شعلی 
است که با مجور رها زاویً کب مي‌سازد. 
(4+ . (0ج+3س #م 0 - 
۳ ۴ 
0 0ووو 


۱ 


۲ باتریس ,ور که از تعویض ستونهای 18 به‌دست می‌آید باز بدظاهر با صورتهای 
هرد 8 فرق دارد » اما در زیر دیده می‌شودکه ۵ تیز متعامد ازنوع دوران است . 
۳ 
رفبیست. هس ] اس 0ج 
0 0ووه- 


رفبجسه  .‏ رفبگ.م 


۱ ۲ ۳ 
بردارهایو یژه: بدیل یافنه بردارهای ۱ ۱ ۰ ۱ أ و ۱ أ 
ِ- ك 


1 ۳ 
]-م به‌تر تیب هبار تند از : 
٩‏ ۲ 


/ [ ۱ ۱ أ 
۳ ن 
۱ ۳ ۱ ۱ سته ۳ ]۱ ۲ 
درشکل صفصذ یمد دیده می‌شو دکه بردارهای داده‌شده دتبدیل یافته‌های آنها همه‌دارای 


امندادشتر لد »زر - ع نز هستند. نی امنداد این بردادها پساز تبدیل تایبر تکسرده است. در 


۱۴۰ 


اینجا عدد ۳ و برداربهای داده شده دارای اسامی خاصی هستند که یعداً خواهید دید. 
آنچهاز تساو بهای بالانتیجه‌می‌شوداین است که این بردادهادادای‌حاصیت‌مهمژ بر ند:(۲ << ) 


و ۳ 


برای تین در حالتکلی ویا برای تعیین تماع بردادهائی که امتدادآنهاتحت‌یلهما تریس 


۲ 
۳ ۱ ثابت می‌ماند چنین عمل م ی کنیم : 


[ اجه اجه 


۰ ۷۲۷( و۳ ]1 ۵ ۴ 
<< 
فرش رتیت ۳ تالایت لت 
شرط وجرد جوابهای غیرازصفر برای این‌دستگاه و همگن صفر بودن دتسرمینا 


ماتریس ضر الب آن است ؛ 


۱۴۱ 


واز آنجا دادیم: 
(۱ ۱۸6 << ع) چته ع (۲ )۱ )چست بت ۳6۲ آبز 


اگر ۲ <ع[ امتداد بردارها عبارتند: 


حج لا ۲ ع بر ۲ج ۷ -- ند با( 1 ۰ ۲) چ و۲ ع< ‏ (-۲) 


اگر 1۱ امنداد بردادها عبارتنده 


وه بسن ۲ یوم جص و۷ بت پز(۱ -- ۴)توس 7ز  -۷‏ بد(- ۲ 


کنون باتوجه به مطالب فوق تماریف ذیردا می‌آودیم: 
هرید فر ضکنیم تاد | آیك بردار و1 یکمدد حقیثی باشد به‌قسمی که: 
4 ۱ 8 
وت 
۲ «الت ۵ 
3 ار 


2 
فراینصورت رايك مقدار ویژه رابك ریشه سرشتامائیهاتریس ار و ۱ 1 بروار 
۲ 


دبژه‌نظیر[می‌ناهند ۰ بر ای تین( درحالت کلی» طرف داست معادله ماتریسی دا دد,[ضرب 


می کنيم می‌شود: 
کر اک تشر 
و با 06لا (,-ه) 
و ۳۳ لا ۱ 3 ۳ ۳( 
#۲ آتاآاص"«* 0 ه 


که پس‌از ضرب می‌شرد: 
2 6-۲ 
۰ زو( )نون | 


نف 


و شرط جوابهای فیر از صفر ؛ بسرای این دستگاه معادلات‌همگن صفر بودن دترمینان ماتریس 


ضرایبش است: 
9 عاح ه| 

0 0 

وان و وا ( 4( ه) 

داد () ۰ (-۵0) 1-040۷ | 


عما یله ۱ ۷ ادلة ۳ ۱مشخصت) عا ترس ر ااعند. 


2 
۳ أ يك برداد ورژه ماتریس ۸ باشد. برای هر ]یی 
۷۰ 


یز يلك بردار ویژه‌است ذیرا: 
]اطا ۵ 9۵ 
(«- 
,۷ ال4 ع بج ۵1 6 
107۱ ۳ 
<< < 
1339۱ ۷۰ 


اکن 
يك بردادویزهها تر وس باشدهر مضربآن نیز يك بر دادو بژه‌ما تروس 


نتیجه: مر گاه 
2 
است, 
مثال- مطلو بست تعیین مقادیرویژه دبردادهای ویژه نظبر آن‌برای ماتریسد 


بح 
۳ 


حل- دادیم: 


اوفز 


اگر دترمینان ماتریس ضرایب این‌دستگاه همگن بر برصفر باشد: آنگاه جوابهای‌غیر از صفر 
برای دستگاه موجوداست: 
۲ ۱-1 


و ویو ۳ 


ما 1 ۲ 
اس بت موجه ع (1۱) (۳-<1) 
وجرابهای کلی برای برداد‌های ویژه؛ با توجه به‌عادله (۱) فبادتند؛ 


1 ۷ ۱ 3 
07 << و 10 عد 
۱ ۷ ناب "1 
خاصيتي برای بردارهای ویژه یك ماتریی متقارن : بردادهای ویژه ماتریس متفارن 
اس ۳ 
و۲ د( ۱ بو ۳ بر ۴ ۳۱ ۱ 
چس | ایا 
٩+ ۰‏ ۲) - ۲ ۲ ۲۱۰-۲۷ 3 با(۲- ۲ 


شرط وجوه جواب‌های غیر صفردا برای این دستگاء معادلات همگن می‌نویسیم: 


۱ هد رامحاسبه مي کنیم: 


۲ ۱-۷ 
مج و ات و بد ۴( )(-۱) | 
۲ ۲ 
۴ ح پا 16-۲ چت 
۴ 1 
اما متناظر با ۲ ع< [بردادویژه و متتاظر باا۳ حد 1 بسردار ویژه 
۱ با 


است که حاصلضرب اسکالر آثها برابر صفر است. 


و 


یعنی ده برداد برهم عمودند و این معللب درحالت کلی نیز ددست است. 
قطیه - فرض کنیم ثر يكما تر یس متقارن‌با شد که دوءفداد ۶یژه متفاوت( دی داددهر گاه یا 
۵ به‌تر تیب بر دازهای ویژه متناظر با دیرباشند آنگاه ۵ ۷ برهم عمودند. 


برهان - چوذ ۷94 بردازهای ویژه هستند دادیم: 


۱۳۴ 


۰ 


(0۱ 2۸ 
(۲ ۲مع< ۸۵۲ 
طبنی خاصیت‌های ماتر یس ترانهاده از(۲) پددست مي‌آید: 
(۳) ۸۷۲۲ < ۱۷۱۸ 
طرفین (۳) دا از طرف راست دد 26 ضرب می‌کنیم: 
۷۲۱۵ 
که باتوجه به (تقارن۸) به‌دست می‌آید: 


۱۳۵4 
طبق (۱): ۱۷۲ 
پس؛ 
۸۱۱6-۸۱ 
۰ ۷۲ (۸-۵) 
چونو 3۴ پس: 
۷ 


یه‌نی 6( و برهم عمودند, 
قضهه - برای هرماتریسی ۷ بر ؟ مانند هر که دارای مقادیر ویژه متمایز است ماتریس ۷ 
وجود دادد به قسبی که (]۷ -- ۷ هر کهدر آن (1 يك ماتریس قطری است. 


ض 


شب 
برهان- فرض کنیم ,۸,22 رورس سس ]۷ بردارهای 
۸ ۲ 


ویژه متتاظر باآنها باشد دراینصورت داریم: 


ابا لاه لب هه 


دررابطه بالا را میتوان بصودت ذير !وشت: 
با و ,۶ بد 
۲ ۸۵ و ۸ 
۷ بل ۰ 1۱ ۰ ۷ 


ازجمع دودابطه اخیر نتیجه می‌شود: 


۲ ه دب + ه رد 
+ د(| |+ 
,لاد ۷ ۳ م 3 


2,۷۱ 0 
۳ ۳۹ 
۸ لا لا 
ماتریس رف داست تاویرا به‌مورت حاصلضرب دو ماتریس می‌نویسیم: 
و زا وا اک 
> ۸ 
بر ۰ ۲ 1۱ ۲ ۷۱ 
اگر فرض کنیم ۷ ۳ << ۷ در اینمورت خواهیم داشت: 
۸ 


(۱) ۸۷۱۷1۲ 
ضمناً ملاحظه می‌کنید که ستونهای ماتریس ۷ بردارهای‌ویژه ۵ د درایه‌های فطر اصلی 
(]بقادیر و یژه متناظر با این بردارها هستند . 
چون مقادیر ویژه اتریس ۸ ساوی نیستند بردادهای ویژه منناظر با آنها بريك امتداد 


نبوده و درایتصورت 3۲ عبل. حراهد برد و درنتیجه خواهیم داشت » پل - پل یی 
۲ لا 


»ود | ۷ | و ۷ وارون پذیر است: پساگر دابطه (۱) دا از سمت چپ در ۷-۱ ضرب کنیم 
نتیجه میشود : (0) ۱ ۷۲۱۵۷ 
تتیجه : برای هسر ماتریس منقارن ۲ < ۲ مانند ۵ با دومقداد ویژه غیرمساوی ماتریس 
اند ۷ 0 به‌قسمی که (] < ۰۹۷۲۸۷۷ چرا ؟ 
: فرض می‌کنيم بردادهای ویژه ما تریس متقادن ۸ (ماتریس ۲ < ۲) عبارت باشنداز: 


1 1 و ۳4 ۷ ؛ میدانیم زاين دو برداد برهم عمودند در محادبه و 


عمل برای تعیین ماتریس ۷ » طول بردازهای کر و ۷ دا به واحد تبدیل کرده ؛ ستونهای 
ماتریس ۷ قراد میدهیم یی : 


م2۳ 

تال 0 ۷ یا 2 .7 سس ۳ 
۸ ال 

۷ +۷5 و 7 تم 7 


ملاحظه میشود که آع ۷۷۲ یی ۷ متعامد است. 
ماتریس شکل مرجه دوم و مقاطع مخروطی: يك شکل ددجه دوع همگن‌رابه‌صورت ذیر 


تعریف میکنیم: 


۱۴۶ 


+ دوع( 


۹ 8 
اما اگر و ره يك ماتریس منفادن باشد آنگاه دادیمء 
7 1 


()3 ترانهاده ( است) اد |" ۱ ی 
بالا ۲ 
اد أ 
اعد 
بط« 


٩ ۲۰۷۰ ۵۲۲ )0),۷(‏ ۲ بر عد 


۳ 


دا ینام ماتریس شکل درجه ددع (بو,د)0) می‌نعوانند ومی‌تویسنده 
هه ( 00,۷ 
از ماتریس ( هرا( استفاده نموده معادلة مقاطع مخروطی همگن (عر کز درمبداً مختصات): 


6 ع ۲بوط ‏ بوبد و ۲-۲ پرق 
را به‌شکل زیر مي‌تویسند : 


ملع [۶ (] [د د]حه مهد 


تبدیل. متعامدی 1-۷ 
دیدیم که اگر ۷ ماتر یس‌متمامد باشد تبدیل : 


ما ریس متقادن؛ 


(۱) 2-۱ جنت ز 


که نقطه (تزمج) دا ددی (,۱2:) تصویر می‌نماید يك تبدیل متعامد است. ا کنونندد شکل درجه 


دو)؛ 
(, 40 


(- این تبدیل, درحقیقت دوران محورها به ا نداژه ۵ حول عبداً مختصات است که برایر دودان 
صفحه است. 


رف 


بجای پر و "2 بفادیرشان دا از (۱) قرادمی‌دهيم: 
)ع (ل ی 
۵( 
که ,6( ۱/۱۸۷,ااخودشکل درجه‌دو] جدیدی یام تریس ۸17 7۱ است: عبق نتیجه صفحه ۱۴۶ 
می تو ان ما توس متا مد ۷ دا چنان‌انتخاب کرد که ۸۵ 1/۱ يك»اتریس قطری‌باشد؛ 0 ع ۱۷۷۸3 
و ددایه‌های قطر (1 مقادیر ویو ۸ باشنده 
۰ ,۸ ۰ ,۵ 
<(]< ۷۸۷ با چب ]2 ۱۷۱۸۷ 
۳ لد | 
این تبدیل, شکل ددجه‌ددم دا به‌صودت زیر یرون میآودد: 


ی 3 


3 


۰ ,2 
۳ ]سس 


۲ 


لرال له س- 


رباص( 
۱ 


یعنی تبدیل خعلی؛ ۷/۷2 ,)2 ؛ شکل درجه‌دد) (بز,د)ج) را ب‌صورت جدید: ۰ 
(واتع( راو 
پپرون می آدرد که در آن بخ و ,۸ مقادیر ویژه ماتریس ۸ هستد, 
تقیجه- تبدیل ۷26 ,26 مقطع مخروطی 6 س 161/۸6 را به داحل يك مقطع مخروطی 
که محوزهای اصلی آن همان محورهای مطتصات جدید است تبدیل می کند. 
ک 
۱ 
۷ را 
صودتهای 0 ,۸,۸,۷ دا شکل استاندادد (استانده) مقاطع مخروطی می‌شوانند, 
مثال - مقطع مخروطی ۳ ع< ۲۱/۲ - لز۴ - آیز رابااستفاده ازتبدیل(/۷ ,ی مت مب 
صردت استاندارد بئویسید. 
حل-دادوم: 
۷۵۲ عع ( ,0۳ 


1۴۸ 


دراینجا ماتریس ۸ پرابر است با: 


۱ 
۵ 
اس ۷ 
و بعادله سرشتتمای‌آن عبادئست: 
ه 2( ۲سا( ۱) نو و دور لول( اه ۳ 
را 
تا 
بنابسراین ثبدیل ۷۲26 24 بت یز معادلة مقطیع داده شده را بسه دانغل مقطلع 


ار اش یا ۳د و ۲-+پو۳- تبدیل می‌نماید که ۷ + باتوجه به‌بردادهای 
خاص ,۸ و پا( بصودت ذیر ب‌دست می‌آید: 


۸2 


ت ال ۳( ])حعسسه 
۳ 1 


دیا بس‌از ضرب و فاکترد گیری خواهیم داشت: 
)0 ال 
و 
باذاء ۸-۲ سادله(۱ )ه‌صودت رل وی ونمی آید که یکی ازبروارهای ره نبا ای 


۲ بسن و بازای۳ - س<( همان معادله به‌صورت ۲ عد لز ببرون میآید که 
۱ 


1 
یکی‌اذ بردارهای ویژهآن باذای! ع پر برابر است‌با ۱ - از آنها: با ترجه باقفیه صفحه 
ق‌ 


1۹ 


۱۶۶ ماتریس /۷ را تشکیل می‌دهیم؛ 


4 !۱ 
۱۳ 
۵ ۲۵ 
۷ 
۱ ۲ 
۵ ۲۵ 
و ممادلات تبدیل عبار تند از > ۷ 
۱ 
۵ ۲۵ 
و 
۳ 
۵ ۲4 


اسر درتعاد له ۲ رم ۱ 
بر درمعاد له ۲ ۲ ۲ب رویوس یر بجای بو 5 مقادیسرشان‌را قرار دهیم معادلة 
۳ < )۳ سس ۷و۷ به دست می آید, 


وپا اگر تبدیل را ببه‌صورت )( ع<,)(جس ی( ورنظر بگيريم پددستگاه معادلات ذیر 


خواهیم دسید؛ 
۲ 1 ان - 
۳ ۳۹ ۲ ۷۵ ۳۵ ۹ 
۱۹۵ ند چه ده 
2 ۷۱ ۷ ۱ _ 2۸ 
ِِ ۲ 7 


نطو که در شکل می‌بینید: دستگاه ز۱) معادلات دوز ان محوزها حول مبداً مختصات و 


ها 
به اندازه سل ومع نع 6۵ می‌باشد._بنابراین قطع داده شده با دوران محورها به مودت: 


۴ که يك هذ لولی است و محورهای اصلی آن برمحورهای مختصات جدید منطبل 


است ددمیآید (شکل صفح قبل). 

شکل ماتریسی درجه دوم فیرهمگن: شکل درجه دوم غیرهمگن دا به‌مورت زیر تعر یف 

م ی کنيم : 
6 وس بو ۲ دورو ۷ تور وی و[  ۲‏ آجروع ( ,دز 

که شکل ما تریسی آن به‌صوت ذیر است: (بجای‌عبادت وا نز۲1۱ یدق شکل >د 26۸ 

نوشته شده‌است). 

) 91۲ و 00-6۸۱8 

و هح (ب, )00 معادلة مقاطع مخروطی فیرهمگن است (مر کزمقطع درمداً مختصات نیست). 

متال- مقطع‌ذیردا به‌صورت استاندادد بیرون‌آوزید. 
۱ 


حل ‏ طبق (۲) خواهیم داشت: [۷- ۶]-[۲۲ ۲8] 8 


۱ ک‌ ک نت . ,۷" 
۰ 4۳ ۴- ۶|+ ۲ ۶« 

۳ 1 ۲ |[ وب 
حال تبدیل ,۱/3 )(+س ی( را بتاد برده و بجای ۲۷۲ - بوند یو بااستفاده از 


۴۲ت ۱ 
مقادیر دیژه ۱ أ + یی , و ,۸ عبادت استانداده آند! می‌نویسیم. 


ار اس وان شرت 


ند 1 
۱ تا ۵ ۲۵۰ 

(باید توجه داشت که ماتریس دود ان محورها عبا تستاز: 1 ِ ۷( 
۵ ۷۵ 


1 


]| ۷۵ 1۲۵ 
۷۳۰ ره 

اب در 

۷5 ۵ 


9 این يك‌هذ لولي است. 


آمرین 
۲ ۴ 


۱- تبدیل مربع داحد دائحت ماتریس ۱ ۱ یه دست آودده» نتیج‌حاصل رابیان 


۲ 
هو تست 
۲- هررگام دافته باشیم :و |صقهه | اه » الا تصویر هه چاو را 


تحت هريك ازماتر یسهای ذیریدست آورید: 


4 ۳ میج 
انا نبدیل برداچ)۳ دا تحت هريك از این ماتریسها به‌دست آورید. 


۳ - مطلوبست تبردیل مثاث ۸ ۰ که درآن (۸۰,۰ ۶ (۰۱ 80۲ 9 (۱,۲) تحت 
یدل 


هريك ازما تریسهای زیره 
ی ]۲ ۱ ۱ ۲ 1 ۱ ِ 
[ ۰ / ۲ .9 ۱1 ۰ 
۴ تبدیل‌بربع راحد داتحت هريك ازماتریسهای زیر بدست آودید: 
۱ ۱ ۱ ۳ 
۱ ۱ ۵ 
ای 
۸ « 


که اک >۰: برای‌دایر» [ عه 4-17۲ آز کار پرده نانحتی حاصل دایان‌کنید. 


۱ زاس سم 


۷- هر گاه داشته‌ياشيم» (۳)۱,۱,۱ و (۲, 0/۲۰۲ تبدیل پاره خط ۴ را تحت 
ازماتریسهای زیر بددست آودید: 


۵- لبدیل ذپرداه 


برای دایره ۱ ع< ۲بو+-۲عز به‌کار ببرید. 


و 9 اک ۰ ۰ ات و ۱ ۵ ۵ اس 
بت و ایام کت مه اه بت ماه ۰ 
۰ ۰ ات و 0 ۱ ۰ ۰ ٩‏ ۵ ه 


۸- هر گاه ۲ نقطه‌دلخواهیازصفحه‌باشده ماتریس ۸ نقطهٌ ادا دوی ۳٩‏ تصویرمی‌نماید 
ماو بست تعیین ۸ در حالات‌زیر: الض ۳٩‏ قریته 9[ نسبت به محود رها باشد: ب- ۳ قرینه 
چت مت 
« نیت به خط پر بو باشده . چ م۲ جد انزن: د - زاوية ۳۳08 برابر ٩0۳‏ باشد 
ه- 20 قرینه 8 نبت بعط و مر باشده و 0۳۰ قرینه 0 نسبت به خط بد۳ > بر باشده 
ز- ۱ قرینه 8 نبت بهعط ه ۱ +۲۳4 باشد. 


۱۵۳ 


چه ۰-0۵ 6096 
-٩‏ 0۳ بردادی است که تحت ماتریس : 


+ بانسداذه ۵ دربه 
تن 0 


چب 
ود جهت مثبت حول مبدا دور ان می‌نماید. فاتریسی پلریسید که 0۳ دا پسانداژه 8ب (جهت 
منقی ) سول ۵ دردان بدهد. اژآنجا ماتریی سب را لوشته دو دابطهٌ ذیر دا نتیجه بگیریده 
+04 وصنجوم ع< (0 )وه 
- همه ع (0 من 


۰ نشان دهید که: 


909 تفن 


۵ ۵08۷۵ ] ۲[ ماوت لت 
ِِ 
0 0 


و از آنجا ۵ دا بسرخسب 0 و موم حس‌اب‌کنید. آیا با ایسن روش 
مي‌توان ۴۵ومه د 1۸۳۵ دا حساب کرد ؟ 


۱ با استفاده از تبدیلات متوالی؛ بدون عمل ضرب: حاصل‌های زیر دا بنویسید: 


ور ۱ 

۱ الف 
ارت ۵ 0۵ ۵ 
۳ 9۵ ۲09۲۵ 

اپ 
۰۵ ۱-۵ ۵9۲۵و ۴۵ 
اهوم 

ژ حِِ 
۰ وم و 

۳۹ ۲۹۰ 
۲ ۲ 
سود 
تیه ۷ 
۲ ۲ 


( 9 
فرع ودرا سای | اس ۵0-00۰ 
9 


به‌دست آوددم ثابت کنید (ندازة معاحت شکل تبدیل یافته برابر |/۸] است. 
نز 


۳- با انتفاده از دوماتریس دوران وماتریس تفادن ددمحورپوها ( تر کیپ بدپلات) : 
مائریس تفادن نسبت به خط بوایرع بز دا پدست آودید. 

۷- با استفاد, از تر کیپ تبدیلات ماتریس تقارن لسبت به حسط ع ووایز < پزدا 
به‌دست آورید, 

۱۵- ابت کنید ماتریس حاصل از تقادن نسبت به محور ها و سپس لسبت هه خط 
دا وه پرابر است با ماتریس دودان حول بدا بانداژه زاویه "هو 


۵ 
۶- ماثریس دوران حول مدا و در جهت مثبت دودان بت | أ 1 
۰ 1 


۱ ۰ ‌ 


| را تسس | أ ,۲ به دست می آدیم. اولا 


.ه 


ش 
نعان دهید که نتیجه این دو تبدیل متوالسی تقارن نقطهُ تسیت بهتعط ه که پر( بو می پاش 
ثانیاً تأثیر این دو تیدیل را ری خسط ه عد ۲ پر - بو تعیین کنید. ( معادلة جدید خحسط 


را بئویسید ) . 


19۲ ش ۶ 
ی ۱ م4 ۷ ت سوه 


 - ۵‏ ۱۲۵و ۸- ۸۲و 
مانسریسهای تقادن نت ب-ه خحطرط 00 عد بورق اد لاباشند. نغان دمید کي ۸4ج ۷۸ 


يلك ماتریس دوران حول نقطه) خواهد بود که زاویه دودان را حساب خواهید کرد. دابطدای 


بين ۵و0 پیدا کنید به قمی ک یلا۰۷ 


9 
دک ری ] [-۸ عتعامد باشد در حط زیر برهم عمودند: 


9 
۱۱ 9 ۰ 


* < رل +64 


٩‏ هر گاه ۸ يك ماتریس ضدهتتادن بوده و ماتریسهای ,۵ -] و ۱( [)داردن 
پذیر باشنده ثابت کنید عاثریس: ۱-(۸()1-1-۵-|) < 8 یلها تر یس متعامداست. مائریس ظا 
۰ 


| ات 


1۵۵ 


۷۰- مقادیر ویژه و بردادهای دیژه ماترینهای زیر را ددصودت وجود حساب کنید؛ 


9 


۲۱- ابت‌کنید که هم مفادیر ویژه يك مانریس دارون‌پذیر مخالف صفراست. 
۲- هر گام بر يكکما تریس مربع و داددن‌پذیر باشد؛ چه ارتباطی بین مقادیر ویژه ۵ و 


۸۱ وجود دارد. 
۳- یکی ازمقادیر حاص ماتریس: 
۲ #ت ۱۱ 
بت و۱ ۶ | ع<یم۵ 
۶ ۴ ۳ 


بر اهر ۱۸ است: مقادیر دیگردا پیدا کنید. 
۴- بقادیر خاص هريك ازما تریسهای زیردا پیدا کنید. 


۲۸- هريك از گلهای در جه دو+ذیردا به‌صودت ما ثریسی بتویسید: 
۲-۲ (ج ۷۲۱۲-۸۷ رب ید۲۴ نو( الف 
۶- مطلو بست محاسبه (۵ 4۱( برای حالات ذیر: 


۳۹ 8 ۱ 8 5 
الفت ۵و اجب | ا ط اص وفع 
1 


| ا هِ 


۷- شکلهای درجه دوم هریاز مائریسهای ذیررا بنویسید: 


اج :۵ ۳ ۲ ‌ 

اس و ۴ 
اس ۳ ۳ | ات ۴ ۲ ۱ مب ۱ ]ات 
۱ وت ۲ ][۷۱ ۱ مب ]د* » 9 


۲۸- [- تبدیلها یی متعاعد بیدا کنید (در مررت دجود) که هريك از شکلهای درجد دوع دا 
بهصورت استاندارد "بووا +4 ابرم ببرون آورد: 


الفآ و۵ یرو ار بت را رد چم لاور کر 


۱۶ 


ار ۱ 

][- صودت استاندارد هر يك ازاین‌شکلهای در جه دوع دابتویسید, 

-٩‏ - يك‌تبدیل متعامد پیدا کنید(در صودت‌وجود) که هر يكك ازمقاطم‌زیررا به‌صورت 
استاندارد بیرون‌آوردء 

الفت ه ۱ لو با ۱۱ ۲۱۲۲ و۴6 

۲۱۴۲۵2۱ دا ۱ ۲۲ زور۲ 

][- صورت استاندادد هريك از این تفاطع وا بنویسید, 

۱-۰ گر [] يك ماتریس متعامد باشد نشان دهید احکام زیر هم ارزند. 

الف - [] متقادن است. ب اعد ال 

۳۱- اگر يك ماتریس متعامد مثلشی باشد ثابت کنید این ماتریس قطری است و همه 
در ایه‌های فطرش ۱ هستند. 

۳۲ اگر ۵ متعامد و ۵-,] واددن‌پذیر باشد نشان دهید: 

۲ (۵ما) ( ما 

باد مقادن است. 

۳ ثابت‌کنید هرماتریس متفادن ۲ »< ۲ که تفاضل اعداد دی فطر اصلی آن یا یکی از 
اعداد خارج ازقطر مخالف صفر باشد دارای دوبقداد ویژه است. 

۴- ثابت کنید که ماتریس مرتبه ۲ ۵ درمعادله مرشتنمائی خود صدق می کند, 

8 ۲۵- ۱ 
۵- تحقیق کنید ماتریس | ۲۵- ۱-۲۵۲ ۲۵ عم اعد است. 
۰0 ۲۵ ۱8 
۶ اگر ۸ ۸۲ د و ۵(۲-) ثابت کنید: 
۸ ۸۸۵(۲) دب ۲۸۵۸ ره - الف 

۷- اگر 6 و ۷ دو ماثریس مریبی باشد و داشته باشیم 6۷۳( +36 ثابت کنید اگر 

دادون‌پذیر باشد ۲ نیز واددن‌پذیر است و ]۷۱ 2۱4و 


2۲ 


مسالل تکمیلی و زیده‌ای ازمسائل امعحانات نهایی سراس رکشور 


الف - معائل مر بوط به فصل ادل 
۱- اگر ط متغیر گزاره‌ای‌وارزشآن‌را به ()ب1 نشان‌دهيم وتراردادکنیم که اکر ج درست 


باشدآنگاه ۱ ع(ج)ب واگرنادرست باشد » (ج)ب؟ ثابت‌کنید: 


۱ (هنج) با (ه)ب - الف 
(۷)۳(۰۲)9 < (۷)۲۸۱۵- ب 
()۷۱)۵(۷ - (و) ۷ +(۲)۵ > ( ۷۵۱ -ج 
(۷)0(۰۷۸9+(۱-۷)0 ع(و چه )۷۲ -د 
()۵(۰۷) ۲۲۷+ (و)7-(ط) ۷ ۱ ع< زو چه و - ۶« 
۲- نتیجه امتنتاج زیررا تعیین کنید, 
تیم ۵ برنده می‌شود یا تمم 13 برنده می‌شود. 
اگر ۵ بر نده‌است آنگاه داور بد قضاوت کرده‌است, 


اکرداوربد قضاوت کرده‌است؛ آنگاه هوا روشن نبوده‌است. 
عوا روشن بوده‌است. 


۱۵۸ 


برنده‌کی است؟ 

سآیا بحث زیرمعتبر است؟ (قوانینی راکه ازآن استفاده می‌کنید نام ببرید)شهریورماه۲و 

اگرقوانین سخت وخشن باشند» مردم بیرحم وسفالك می‌شوند. 

اگرمردم ببرحم‌وسفالگ شوند» ازاندیشه‌های خوب محروم می‌شوند. 

مردم ازاندیشه‌های خوب محروم نمی‌شوند یا وحدت خودرا ازدست می‌دهند, 

اگرمردم بهامارتکشیده نشونده وحدت خود را ازدست نمی‌دهند. 

قوانین سخت وخشن باشند» مردم به‌اسارت کشیده می‌شوند. 

۴- بدون رسم جدول ثابت‌کنیدگزاره زیر استلزام منطقی‌است (همیشه درست است) 
خردادماه ۳و 


و جس[۸۱2۵ (9 0۱۷)] 
۵-آیا بحث زیرمعتبر است؟ (چرا؟) خردادماه ۶۳ 
حسین به|کبر یا به‌مسعود رأی‌میدهد. 
اگرحسین عقيدة محمد را بپذیرد به مسعود رأی نمیدهد, 
اگرحسین به‌اکبرو أی دهد مسعود انتخاب نمی‌شود. 
.". پس حسین عقیده محمد را نمی‌پذیرد با مسعود انتخاب نمی‌شود. 


و ثابت کنید کز ارف زيريك قضیذ دوشرطی ات تب شهریورماه ۲و 
وجه[رم ۸۱/۵۷ (و جد م)] 
۷ ثابت کنید استنتاج زیر معتبر است, خردادماه و 


سم | ۱5/(شرطلازم بر اند آن است که سح)۱/(مرط کافی بر ای‌چهآن استکه ۸۱۷8 (جسسچس) 


۸- ابت‌کنيدکه گزارة زیرقضی دوشرطی است. شهریورماه۴ع۶ 
ونمچجه [ زو <-۲) ۸۱ (و <<۳)] 
-٩‏ ثابت کنید استنتاج زیرمعتبراست, شهریورماه ۳و۶ 
وخ( ۸/ع) 
۳۴ 0۸-(:۳ ۱۷ بوتج) 
8۱ 
۰- بدون استفاده ازجدول ثابت کنید گزاره زبرهميشه درست‌است. خردادماه وم 


((وح۸ و) چس )و (0/۸۵) ۷ (وح/2) 
۱ ۱_معتبر بودناستنتاج‌زیررابررسی‌کنید( نام قائو نی را که به کارمی‌برید بنویسید) ,خردادماهع۶ 
[- سح [(7 چت ) ۸ رو جد ۳)] 
ب - مسا لل مر بوط به فصل دوم 
۷۲- ثابت‌کنید اگر ج عددی صحیح و وو ج نسبت بههم اول بساشندآنگاه در حلق 


(ج دج و 20) عضو [] وارون پذیراست. خردادماه ۲و 


۳- درمیدان ((6)و ق و ,.2) عمل (2) بدسورت [ماع] > [9[60]0] تعریف شده‌عضو 


متفابل [۲۰] رانسبت به‌عمل (6) پیداکنید. خردادماه ۳و 
اب و۱ هرگاه رم و 6) يك گروه باشد و 8)26 و وعود8 ابت‌کنید اگر برای هر 
وه در ٩‏ » 8عو- عآنگاه 5 زیر گروه»گروه 62 می‌باشد, شهریورماه ۶۲ 


۵- بافرض اینکه مجموعه (00عت,هج ۵ +ه) >0(/۲) هبراه با اعمال جمع و 
ضرب معمولی میدان باشد عضومتقابل هرعضو مجموخه (۰) -۷/(() را میت به‌عمل ضرب 


پیدا کنید. خردادماه و۶ 
۶ وب اگر آ[ و ۷۸ زیر حلقه‌های حلتة 1 باشند ثابت‌کنید ۷۷(] 13 نیز زبر حلته» حلتة 
می‌باشد. شهریورماه و 


۷- در صورتیک» 1 مجموعه اعداد حفیتی و 7 مجسوعه اعداد دزست و 


1۵* 


(061 و :62| + وج) < ۲۸ نحقیق کنید آیا ( »او +و/۷) يك عنقه است با خیر؟ چرا؟ 
شهربورماه وو 
ج - مسائل مر بوط بهافصل سوم 
۱۸- باروش استتراء ثابت کنید: (وو عدد طبیعی است) 
کالبو اف 
2 ک 2 حرط 


(۵ 
۱۹0 


2 ۱(۵ ۰-۰ ۲ )۵00 ...09۳۵و دومن سب 
-٩‏ با استقراء ثابت کنید مشتق مرنبه ام ؛ »ره پرابراست؛ 


طك + جع )بو 


۲۰- پااستقراء ثابت کنید مشتتی مرتبه ورام کب برایر است: 
تصزطاجع) (هو 
۱( ۱) 


۱ با استقراه ثابت‌کنید؛ زج عدد طبیمی‌است). 
0(۱(۴)]ح ا(۱) ۱۱۷۴۱۸۰۰ 


ات بت ۱ 
۲هرگاه | ۲ و |عر ابت‌کنید 6عا و ازآنجا به استقراه 
چات ۱ 


ابت‌کنید : 


۸+۲( +ه) - 0+۱( +]) 
۳- به كمك استقراه ثابت‌کنید؛ 


(- مد ۳۳۲۳ 


۷۴- با استقراء ثابت کنید مشتق مرتبك ووام » * برابر او است. 
۵ ۷- با استفاده ازاستقر اه ریاضی ثابت کنیدکه به‌ازاه هرعدد طبیعی و شهریورماه ۳و 


۱ 69 04 ۱(۲ 


ع- با استفاده ازروش استقراء ثابت کید برای تمام مقادیرطبیعی ۲ < و داریم. 
۱ 


2۷ 


خردادماه ۴ع۶و 
م 


1۶« 


۷۷- با استفاده از روش استقراء ثابت کنید باژای‌تمام مقادیر [(عو داریم. شهریوزماءعء 
۰ ( وس و و اجب 

۸- اولا" ثابت کنید ای هرعدد طبیعی و ۰ ۵+ *۳|۴ خردادماه ۶۶ 

شانی؟ با استفاده از استقراه ثابت‌کنید: و 68 ۴۳۸ 6( اعد بر 4 بخش پذیر است. 

۹- با استفاده از استفراه ثابت کنید برای هرعددطبیعی و شهریورماه وو 


سس عسلرطد.پل خر 
)۱07۳۳۹۱ ۰۱ ۲ 7-2۰" 


۳۰- اکر ل(ع ثابت 


الف - یاه و( ۲۲۵۲۲۲۱۳۵ پر +۳۱۵0 

تا (پیمانهه 0 و1 اقا د ی 

ج- (پیمانه۱۷) ۰ ۳۱ برع( +۲۷۵۲ 

2 (ییمانه۲») ۵-2 ام 

ت‌ (یمانه و) 

ی وفرد است ‏ . (پیمانه۲۴) 

و (پیمانه»ج) 0 ۷۲۳۷۲۸۲ 

۱ مطلسویست جمیع اعداد ادل و که به ازاء آنیا ۶+۱ مجنور کامل یکمدد 
طبیفی باشد, 

۲- ثابت‌کنید بسه‌ازاه هرعدد مخیح منروض 1 عدد صحیح مانند جر وجود دارد که 
۵2۳-٩‏ . 

۳- اگر و و وا دوعدد درست و وج عدد اول باشد. 


(پیمانه) 00 ۴۵۴4( + م) 
۴ ثابت‌کنید اگر 1 فرد باشد ۱۹۲۴ ۱۱۲-۳ بر ۲۴۱ بخش‌پذیر است. 
۵- رقم یکان عبد 8- "۴8 را تعیمن کنید. 
۷۶ اکر و مضرب ۳ نباشدآنگاه | ۳۱|۵۳4-۵0 
۳۷- ثابت‌کنید " و ۲و رتم یکان مشترك دارند. 
۳۸- ثابتکنيد ۱۹۳ ۷۵ ۱۳۳-۲ بره۳ بخش‌پذیراست ( فرد است). 
۹ رقم سمت راست ۴۳+ ۲۳۹-۳۶ ۱۳4 چیست؟ 
»مب ثابت کنید (پیمانهوع) ۱ ۳8-۱-۲۵۳۱ زو و و اول‌ستند). 
۱- ثابت‌کنید (پیمانه "م) ۰ 9و ۲-4وجس(پیمانه ج) ۰ ]+38 (ج اول و ارد 


1۶۱ 


۲س عدد صحیح و را چنان تعیین کنیدکه ۱۳ +۲0 بر 9-۱ بخش‌پذیر باشد. 

۳ب عدد محیح و مثبت ‏ را چنان تعیین کنید که مجموع ارقام عدد ۱۰9 ۱۰۳8 برابر 
۳۴ پاشد, 

۴ اگر جرج ثابت‌کنید (پیمانه ۰)۱۲ > ۱ +۳۵ +۳۲۵ 

۴۵- مطلو بست تعیین دو عدد صحیح و مثبت‌که مجموعشان مساوی ۱۶۰ وکوچکترین 
مضرب مثتر کشان ۶۳ برابر بزرگترین مقسوم علیه مشتر کشان باشد. شهریورماه ۶۲ 

۴۶- گر و عددی صحیح و بزرگتر پا مساوی صفر باشد ثابت کنید: . . شهریورماه ۶1 

(پیمانه ۱۳) م۱ +۳۳۱ ۳۳۵۷۲ 
۷- مطلو رست تعیین دو عدد صحیح و مثبت‌که مجموعشان ۲۸۵ و کوچکترین مضرب 


مشترکشان ۱۵۰ باشد. خردادماه ۳و 
۶۸- ثابت‌کنید (پیمانه ۱۳) ۰ ۱ ۳+۷4" + 0و خردادماه ۶۲ 
۹- ثابت کنیدبهازاه مرعدد طبیعی وبا محیح ج عبارت ۵ +۶۵ و ۱۶۵۶ ۱۲۵۲ 
نسبت يدهم اولند. شهر بورماه۳ ۶ 


*۵- نسبت دوعدد محیع و مثبت س است و ميبدائيم تفاضل حاصلضرب آنها از 
کوچکنرین مضرب مشترآن دوبرابر ۳۹۶۰ می‌باشدآن دوعدد را محاسید کنید. شهریورماهو 
۱ ۵- ثابت کنید(پیمانه ۱۷)ه چج +۴۳۵ ۳۴۶+۲ زیر عدد طبیعی است) شهریورماه۶۳ 
۵۲- تحقیق کنید (پیمانه؟ع) ه > ۵۵ - ۱8۰۳4-۹8۲ ([(26) خردادماهو 
۳ه- ثابت کنید (پیماند۴۳) ۰ دب + ۳۱و رل(عو) شهریورماءع۴و 
۴و [(ع9 و ۵ ر ۱۴( و ج) ودرتعیین بزرگترین‌شمارنده مشترل بوسیلاٌ تقسیمات 


متوالی سلسله خارج تسمتها بهترتیب ۳و و ۲ و ۴ شده ۵ و حا را پیداکنید. 
شهریورماه ۶۳ 
و۵ - اگر باقیمانده‌های تقسیم عدد صحیح و بر ۸ و ۷ پتر تیب و و ۳ باشند باقیمانده 
تقسیم عدد ج را برعق پیدا کنید. خر دادهاء نع 
وو - اولا شابت‌کنید مسربم هرعدد فرد مضرب چم به اضافه ۱ است ثانباً ثابت‌کنید 
(۲۵ ۱۱/۸۲ -۲و) به‌ازاه نام مقادیرصحیح و بر م قابل قسمت است. خردادماه وء 
و اکردوعدد [(عت و و هردو زوج با هردو فرد باثند ثابت‌کنید ۰8 ۱۰۵-۱ برا۱ 


بخش پذیر می‌شود. شهریورماءن و 
۵ دوعدد ۳ و به و را برعدد طبیعی 9 تقسیم کرده‌ايم باقیمانده‌ها به‌ترتیب ۵ و ۳ 
شده عدد ط را پیدا کنید. شهریورماهم 


۱۶ 


٩‏ ثابت کنید دوعدد ( ۲۵ و ۲۱۲-۷۲۳۱ به‌ازاه جمیع مقادیر ۲ نسیت بههم 

او لند خردادماه ۶و 
هی درصورتیکه ور [9 د د] د 0۰ ع(ها د ع)>۱ و ۳۳ 9۱-02 مطلویست 

اعداد طبیعی ۵ و ۰ شهریورهآدع۶ 
و بالیمانده تقسیم عدد ,۱۰۵۱4 + (۲۳/۷۱ یش را بر ٩‏ پیدا کنید ([(ع2) 
شهرپورماه وو 


و مسالل مر بوط بفصل چهارم 
۷ هرگاه ۸ و 26 ماتریس و عدد حنیقی باشد باستقراء ثاپت‌کنید, 
۳( )(هی جچت »۸2 ۸6 


۲ ۸ 
ببس | 


۸ باشمد ثابت‌کنید. چ ب ۲ 
2 ]هه ید هد ۸ 


۲و هرگاه 26 مأتریسی غیرصفر باشد درتساوی زیر 6 را پیداکنید: 
۰ و و :۰ 


0 و وتات 
و هرگاه هر يك ماتریس.باشد با استفاده از استثراء و ۸ ۸۳-۲ ثابت کنید: 
۸( )۳-1( 1۳) 
و هرگاه ۱ ]ده ۷ و 2 دررابطه‌های ۷ < 2 ود 
ظ 


و ۱ 


[ < 3067 صدق کند مقدار و] را حساب‌کنید, 


نا 6 ۴ 
سس وب یله ترکیبی از ۸ و [ بنویسیدکه ماتریس 
۴ وت ۲ 
حاصلی پادمتقارن (ضدمتقارن) باشد. 
و ماتریس مربعی مرتبه ۰۲ ۸ دارای خواص زیراست: 


]مه 


سس و 
۶4 بدون بسط ثابت کنید, 
۶ 0 ۱ "00:0 ۱ 
]| ۱092 ما 1 2۰| ۵۱۳۵ 0۶۲۵ »وه | -الف 

۲ 07 ۱ 
۷۰- بدول بسط ثابت کنود. 


۵08۲6 009۳4 ۵ 


2 ۷ ۲ ۱ ۱ ۱ 
۲ ۷۲ ۲ | 2۲ ۷۲ ۸۲ | الف 
۴ 2۲ ۷ ۳ ۲۲ ۴ 
۱ ۱ ۱ 
۱ ۹ 
او ۸( ۱۴ ۱ 
۱ ۱۲ ۱ ۱ 
ا -«اصش _- ۵ ۱ 
۱ب بدون بسط مقدار دترمیدان زیررا حساپ‌کنید. ( کنکورتشریحی ۶۷) 
۵ هم ۲ 8 
6۵ مس ع وم 
طاح 8 4 6ب 


8 0 مت وب 
۲- ثابت‌کنید اگر ۸ و 3 ماتریسهای مرنبه ج و هردو متقارن یا هردو خد متتارن و 
تعویض‌پذیر باشدآنگاه ۸ متقارن است. 
۳ب هر گاه ]5 +3۳۸ و ۵ و 3[ معکوس پذیر باشند ثابت‌کنید: 
۱۵ ۸-۱-۱ 
۴ هرگاه 3 ماترس وارون‌پذیر بوده وداشته باشمم 8۸8-۱ ع ج با استقراء ثابت 
کنید 8۸887۱ ع تج 5 


۷۵- اگرداشته باشیم ب ‏ (9 +-۵1) مْ مطلوبست محاسیة دد برحسب و دراو 
نف ۳۹ 


۶ هرگه [ ]<ه اولا" ۵ و 8 را طوری تعیین کنید که داته باشیم 


۸+81 < آ 
ثانیاً با استفاده از آن وبدون استفاده از ساتریس الحاقی ۸-۱ را حساب‌کنید, 
تریس الحاقی 


۱۶۴ 


باب اگر , يك مقدار ویژه ماتریس مسرتبه ۲ ۰ ۸ باشد ثایت‌کنید شا متا وسزء 
دیکرآن است. (۰ع,0 ۱ 

رپ هر گاء ۶ يك ماتریس‌متعاهد و (] بكك مانریس‌نطری باشد وداشته باشیم] ۱۷ ۸۷ 
ابت‌کنید ۸ يك ماتریس متقارن است. 

٩ب‏ هرگاه ۸ يك ماتریی و و ۸8 ثابت‌کنید ماتریس ]+۸ وارون پذیراست, 

میرب ثابتکنید اگر ۵ ماتریس ضد متقارن با مرتبه فرد باشدآنگاه ۰ < |۰|۸ 

۱ هرگاه ماتریس ۸ در معادلا: 5 < ]+0۸۵۸ صدق‌کند ۰ج( وارون 
۵ را محاسبه کنید, 

۲ هر گاه ۸۵ -< ۸۵۲ (۵ ماتریس است) ثابت کنيد ۰ |۸۵| (۱ع|ه) 

۳ هرگاه "۷ ماتریس الحاقی واسته به‌ماتریس ۵ باشد ثابت‌کنید 

)| 1 
چم اگر ۸ و 3 دو ماتریس مربع مرتبه ج باشد آیبا هر مقدار ویسژه ۸٩9‏ يك مقدار 


ویژه 8۵ است؟ آیا هر بردار ویژه ۸۵9 يك پردار ویژه 13۸ است۲ 
وم فرض کید وپرم[[61] ۸ و اعدادع و ل وجود داشته باشدکه یه آزاه هر 


۰ 3 8+0 
[» 10 1 < [91 (مشل ۱ 22 
زو ز» مزع زاه ( ۲ سب +۲۵ 


]-ه اگر ۲<< ثابت 
کنید ۰ < |1۸ 
ور اگر ۵ < ۸۳ و وعلرا ثابت کنید ۸-- م[واردنپذیراست وداریم: 
+ 
هرت دراد (۸سا) 


دردوحالت حل‌کنید. الف - ۰ع|ه| پ ب درحالت کلی, 

۸۷- فرض‌کنید ۸ و 8 دو ماترس مرتبه و باشند ثابت‌کنید 1-۸8 وارون‌پسذیر 
است اگر و نقط اکر 9۸ -] وارون‌پذیر پاشد. دردوحالت حل‌کنید الف - هع|9| ب - در 
حالت کلی. 

رب اگر ۸۵» پوچ توان باشد (ج<٩۸۵)‏ ثابت‌کنید « < [۵| ۰ 

وب اگر ماتریس متتارن معکوس‌پذیر و8 ماتریس‌ضد متقارن و (8()۸-3 ۰۸ 
معکوس‌پذیرباشد ثابت کنیداگر (۱)۸۰-9-(9 ۸) )3 آنگاه ۸۸۵۷( ۰۸ 

۰ الف - اگر "يثر قرینئقطه (۱و2)۴ نسبت بهخط دس - حد بو باشد ماتریس تقارث 


۱۶۵ 


نسبت به این خط را بنویسید ومختصات ۸ را تعبین کنرد. 
بت اگز "5 دوران یافته (23)۲(/۷۷/۷ حول مبداً مختصات تحت زاويه چم‌باشد ماتریس 
دوران‌را نوشته مختصات 9 را بیابید, 
ج - اکر "62 مجانس (۷- و )6 نسبت پهمیدا مختصات و با نسبت تجانی » پاشد 
ماتریس تجانس را بنویسید ومختصات ) را بيایید. شهریورماه۶۲ 
۱- يك ماتریس تعامد بدست‌آورید که مقطم مخروطی به معادلء 
| 


را به‌صورت استاندارد درآورد. مورت استانه‌ارد راهم بنویسید. شهر بورماه ۷و 
۲ - با استفاده ازخواص دترمیتان(بدون بسط طرلین)ثا بت کنید تساوی زیر برقراراست, 
خردادماه ۷و 
۱ ۱ ۰ 1 ۰ 
٩ ۰ 6‏ | | ع+طا+و ۱ 
تاو ۱ اجه مبیابه و 


۳ بدنقطه (۲ و ۸۵)۳ ایتدا انتفالی به اندازه [- ]وه داده و پس‌ازآن فربنه 
نقطه انتقال یافته را نسبت به‌خط ۲ +-رع بو بدست می‌آوريم با استفاده از ماتریس ترکیبهای 
متوالی ماتریس اين دوتبدین ر! بدست‌آورید, خردادماه بو 

۳۴- دستگاه زیر وا به كمك ماتریس وارون حل‌کنید. 

لس بو 
و لا »۷ ۱ خرادماه ۳و 
و۳ + در 

۵- يك تبدیل تعامدی تعیمن کنید که مقطع مخروعلی 

۵ ۲۷+ ۲ ۱۲۲ 
رایه‌صورت استاندارد بیرون‌آورد وشکل استانداردآنرا نیز بدست‌آورید (يك تبدیل کافی است) 
خردادهاه ۶۲ 
۶ با استفاده ازخواص دترمینان ثابت‌کنید تساوی زیر برفراراست. شهریورماه۶۳ 


۵۳ 8 ۱ 
(حمجواعلود) ۱۰ 
۷۱-9 


۱۶۶ 


باه نقطه (عو۱)۵ را حول نقطه (م و ۵۴ باندازة *ه٩‏ دوران ميدهيم تا به‌دضع 
۲ درآید ماتریس این تبدیل ومختصات نقط ۱ را بدست‌آورید. شهریورماه ۶۳ 
۸ اگر ۵۱ قرینه نقطه (۳ و۸۱ سبت بهخط ۲ < ۷ و ۵۳ قرینه لیم نسبت به 
خط ۱ ع بو باشند اولاماتریسی‌پیدا کنید که ,۵ را به "هر تبدیل کند اتیاً بااستفاده‌اآن‌مختصات 
۳ را پیداکنید. 
-٩‏ يك تبدیل متعامد پیدا کنیدکه متطع مخروطی به‌معادله؛ 
٩‏ ۷-۷۷7 س 7 ۷ مه ویر ار 
را به‌صورت استاندارد بیرون‌آدرد. (نوشنن صورت امتاندارد لازم نیست) خردادماه ۶۴ 
۰ با استفاده اژقوائین دترمینانو دترمیتان ماتریس‌بالا مثلثی بدون بسط دترمینال 
صحت تساوی زیررا ثابت کنید. خردادماه ۴و 
۲3 ۷ تسوا و 
۴(و + ۵)عد ۷ 6 ون ۲۲ 
واحوتم ۷ ش‌ 


خردادماه ۶۴ 


۰ ۱- با استفاده ازماتریس تقارن نسبت به‌خط 6۷ج بز قرینه نقطه (۲و 266۱ را 
نسیت بهخط ۳+ ۲6 ع نو پیدا کنید, شهریورماه ۴و 
۲ و با استفاده ازقوائین دترمیتان ودثر مینان‌بالا مقاثی بدون بسط دترمینان صحت‌تساوی 
زیررا ثاپت‌کنید. 
۴ ۵ ۱ 
۱۳ 
۵۲ 6 ۱ 
۰۳ ۱- اگر با ماتریس معکرس‌پذیر باشد قابت‌کنید. ۰ ([۸-- 51۵8-۸۸ 
([ ماتریس واحد است) خردادماه و۶ 
۴ دترمینان طرفب ارل تساوی را با استفاده ازقوانین و بسط دترمینانآنقدر ماده‌کنید 
تا طرف ددم بدستآید, خردادماه جع 
و واه مدا ۵۵ زو ه طا 8 
ار 
او و ات 
۳ ۵ وت و 
۰۵ +- صورت استاندارد مقعطع مخروطی به‌ممادله ۱۰ ب ۷۲ ابر ۱۷۳۲ را 
پیدا کنید. شهریورماه وو 


۱۶۲ 


۰۶ - با استفاده ازخواص دترمیتان و دترمیدان بالامثاشی‌صحت تساوی زبرراتحیق کنید. 
8 ۵ 4 3 


۱ ۱+۲۵ ۱ 
<< 
و تاط ۱ ۱ 
و اتاصا _-«۰صش_-۵ ۱ 
۷ ۳ ۲ 


۷ سا | ۱ |ع| ۷ | وت و .۲ مقادیر و بووو را پيداکنید. 


۲ 2 ۱۱ ۱ .۱ 
شهریورماه وو 


۸ اگرتقطة ۸ قرینه نقطه (۲6)۱2۲ نسبت بسه خط ۷ج بو وثقطه 2/0۳ دوران 
یافته "1 به‌اندازه ٩۰۳‏ باشد مختصات نفطه ۷۳( را پیدا کنید. شهریورماه نع 
۰4 بدون بسط و با استفاده ازویژ کیهای دترمیتافها ثابت کنید, خردادماه وم 
(مج+ط)او عجو و 
۱ ۱۳ 
(ا(م)اه مج و 
۰ اگر ۸ و 8 دو ماتریس واروشذیر از مرتبه « و 8۵ ۸8 و ۸ع ۸و 
138 ۱۶- یز رابت کید ماتریس 8 ] > 1 واومنذیر است. 


ثانیاً #ابت کنید واه 1۸ خردادماه وم 


۱- ولا شکل درجه دوم ۲([7 + از را به‌صورت ماتریس نمایش دهید. 

تانباً صورت استانداردآنرا بنویسید. خردادماه وو 
۲- درصورتیکه اعداد دورتمی ۵0 و 8ج برعدد ۷ بخش‌پذیر باشد با استناده از 
۱ ۲۵ 


یز گیهای دترمینان‌ثابتکنید حاصل دترمینان بر ۴۲ پخشپذیر است. 


| ۲۷۵ ۲6 
شهریورماه ۶و 
۳- معکوس يك ماتریس مثلش را درحالت كلي حساب‌کنید وشرط معکوس‌پذیر بودن‌آن 
را بنویسید, 
۴ مقادیر خاص و بردارهای خاصی يك ماتریس قطری‌را درحالت کلی پیدا کنید, 
۵- مقادیرخاص يك ماتریس مثلثی را درحالت‌کلی پیداکنید. 
۱۶۸ 


۶ ۱- ثابت کنبد مقادیرخاص عکس هر ماتریس معکوس مقادیرخاص شود ماتریس است, 
۷ ۱- ثابت کنید مقادیرخاص ثرانهادة هر ماتریس مقادیرعاص خود ماتریس است, 


وت ۰ 
۱۱۸ ماتریس | و | مفروض است‌اولا مقادیرخاص‌آن‌راحساب 
اس ۰ 


کنید, ثانیاً درستی رابط ۸۵-۲-۷۸6-۲ ۲۵۵-۱4 0 را تحتیق‌کنید, 


۱- اگر ۸ و 13 دو ماتریس مریمی غیرصفر و 0< ۸ ثابت کنید 
۰ |ه| و »< |18 


۱۶۹ 


